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RESUME

Dans cette communication nous proposons d’étudier
et comparer deux méthodes pour V’estimation des hyper-
paramétres (paramétres- de la loi @ priori ) dans une
approche bayésienne de la résolution des problémes in-
verses linéaires que ’on rencontre en reconstruction et en
restauration des signaux et des images. Les lois a pri-
ort sont choisies parmi des lois de la famille exponentielles
généralisées qu’on peut considérer comme des lois a max-
imum d’entropie. Nous nous sommes limités au cas des
lois & deux parameétres qui satisfont de plus & une pro-
priété d’invariance par changement d’échelle. Les deux
méthodes sont : la méthode du maximum de vraisemblance
généralisée (MVG) et ia méthode du maximum de vraisem-
blance marginale (MVV) implantée par I'algorithme EM.
Quelques résultats de simulation sont présentés pour mon-
trer les performances de la méthode du MVG.

1. INTRODUCTION

Dans un grand nombre de problémes inverses linéaires que
l’on rencontre en reconstruction et restauration des signaux
et des images, aprés discrétisation, on est amené 4 résoudre
un systéme d’équations linéaires de la forme :

y=Az+b, (1)

ol  est un vecteur contenant les grandeurs & estimer

(par exemple les pixels d’une image), y est un vecteur
contenant les grandeurs observées (par exemple les pix-
els d’une image dégradée ou les projections ou les mesures
du champ diffracté dans un probléme de la tomographie
a4 onde diffractée), b est un vecteur contenant les erreurs
de mesures et de modélisation que l’on suppose blanc et
indépendant de x, et A est une matrice de trés grandes
dimensions qui lie y et .

Dans une approche bayésienne pour estimation de 2, une
fois les lois de probabilité p(x; 8) et p(y|e) définies, on cal-
cule la loi a posterior:

paly;0) < pylep(@:0), (@)

qui contient toute information que 'on peut connaitre sur le
vecteur des parameétres inconnus ®. Mais, en général, pour
définir une estimation ponctuelle, on définit une fonction
coit C(Z, ) et on minimise le coiit moyen. Suivant le choix
de la fonction coiit on obtient, par exemple, ’estimation en
moyenne quadratique ou 4 maximum ¢ posteriori (MAP).
Dans cette communication nous nous limiterons & ’estimée
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MAP qui est définie par
# = argmpx (p(aly; )} ©

Dans des travaux précédents [3]-[7], utilisant le principe du
maximum d’entropie nous avons proposé de choisir une loi
a priori p(x;0) de la forme

p(m; A, 1) = mexp [~1() — pba(z)],  (4)

avec

N N
$r(@) =D H(z;), et ¢o(x) =) S(z;), (5)

ot H(z) et S(x) sont deux fonctions connues. Notons que
ces lois appartiennent & la famille des lois exponentielles
généralisées 3 deux paramétres. Un argument d’invariance
par changement d’échelle [4], nous a permis de restreindre
le choix de ces fonctions dans I’ensemble suivant :

{(S(m)’H(m))} = (6)

{(z",2™),(2™,Inz), (2", 2" Inz),(Inz,In* z) },

ol r; et ro sont deux nombres réels.

Utilisant une loi a priori p(®; A, ) parmi cette famille, et
faisant ’hypothése que le vecteur du bruit b est gaussien,
centré avec la matrice de covariance Ry = 0?1, l’estimée
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MAPQdevient :

2 = argmax{p(z|y)}

= argmin {J(z) = Q(z) + A141(w) + aga()},

Q(z) = [y~ Az]'R; [y — Az]. (7)

 Une étude supplémentaires nous a permis de définir les con-
ditions sur les parametres (A, 1) pour que la loi a posterior:
soit unimodale, et par conséquence, le critére J(z) & min-
imiser soit convexe, ce qui permet d’effectuer la minimisa-
tion de ce critére & I'aide d’un algorithme du gradient ou
gradients conjugués.

2. PRESENTATION DU PROBLEME

Dans une approche bayésienne il faut d’abord attribuer
des lois de probabilités directes p(z) et p(y|x). Ceci peut
se faire soit par des considérations physiques soit d’une
maniere logique. Dans le premier cas ces lois sont imposées.
Dans le second cas, ceci peut se faire soit d’une maniére ar-
bitraire mais de bon sens : on choisit une loi dans une
famille paramétrique pour traduire une propriété, par ex-
emple une loi gaussienne pour une variable appartenant &
R, une lot Gamma pour une variable appartenant 4 Ry ou
une loi Beta pour une variable appartenant & [0, 1], soit en
utilisant le principe du maximum d’entropie (ME) quand
on dispose des informations sous la forme d’un ensemble
fini d’espérances, par exemple la moyenne, la variance, la
moyenne géométrique, etc. C’est ce deuxiéme point de vue
qui est utilisé dans ce travail. Supposons donc que notre
connaissance ¢ priori sur b et sur x est de la forme :

o sur b on connait la matrice de covariance R, = o’fI .
L’utilisant du principe du ME nous fournit la loi :

blule) x exp | ~5Q(=)] ®

avec Q(x) donnée par I’équation (7),
e sur & notre connaissance est supposée étre de la forme :

{E{m@:)} = m, o

E {(}52(211)} = H2,

avec ¢1(x) et ¢2(x) définies dans (5).
La aussi, le principe du ME nous donne :

N
p(z) = [ p(2:) o exp [-Ad1(w) — pda(=)],  (10)

i=1

avec

p(zi) = mexp <A H(ei) — 2S(z:)], (1)

et ou
Z (A, A2) = /exp [=A1H(z) — X25(z)] d= (12)

est la fonction de partition. Les paramétres (A;, A2) sont
reliés aux (p, p2).

Un probléme bien-posé et simple dans son principe dans
cette approche bayésienne est :

“Etant donné la matrice A, le vecteur des mesures
y, la matrice de covariance du bruit Ry, les fonctions
H(z) et S(z) et (u1, p2) ou d’une maniére équivalente
les parameétres (A1, Az) estimer la solution Z.”

La solution est immédiate :
on calcule la loi @ posterior:

p(z | y) < exp{-Q(z) — Mig1(z) — Aada(@)},  (13)

et utilisant la régle d’estimation MAP on a :

utilisant la régle de Bayes

z = arg max {p(z|y} = arg n}gn {J{=)}, (14)
avec
J(x) = Q(z) + Aid1(®) + Aaga(z). (15)
Cependant, dans les applications réelles trois problémes
restent non-résolus :

o une fois les parameétres (A1, Az) fixés, comment résoudre
d’une maniére efficace le probléeme d’optimisation (14),

e comment choisir les fonctions ¢;(x) et $3(z), ou d’une
maniére équivalente comment, choisir les fonctions H(z) et
S(x), et surtout

o comment déterminer les hyperparamétres (A, Ay) & partir

des données y, car en pratique (p1, #12) ne sont pas connues.

Dans des travaux précédents [3]-{7], nous avons déja pro-
posé des solutions pour les deux premiéres questions. En
effet, en ce qui concerne la deuxiéme question un argument
d’invariance par changement d’échelle [4], nous a permis de
restreindre le choix de ces fonctions dans Pensemble suiv-
ant :

{(5(=),H(z))} = {(:L',:cz),(a:,ln z),(z,zn :L')} , (16)

qui est un sous-ensemble de (6). En ce qui concerne la
premiére question, nous avons défini les conditions sur les
paramétres (A, 4) pour que le critére J(z) & minimiser soit
convexe, ce qui permet d’utiliser un algorithme du gradient
ou gradients conjugués pour son optimisation.

Dans ce travail, nous nous somrmes intéressés au troisieme
probléme qui est Pestimation des hyperparamétres. Plus
précisément nous avons considéré le probléme suivant :

“tant donné la matrice A, le vecteur des mesures y
et la matrice de covariance du bruit R, les fonctions
H et S, estimer (au sense du MAP) la solution ¥ et

les hyperparametres 8= (X, .

3. METHODES PROPOSEES
L’approche bayésienne nous propose deux voies :
e Maximum de vraisemblance généralisé¢ (MVG):
L’idée de base dans cette approche est de considérer

les hyperparameétres 8 = (A, u) au méme niveau que les
paramétres et de les estimer par

(%,6) = arg (rgag) {p(z,y;6) = p(x; O)p(yl=)}.  (17)

Nous avons proposé de résoudre ce probléme d’optimisation
en le transformant en deux problémes d’optimisation suc-
cessives, 1'un par rapport & 8 et 'autre par rapport a x :

5(k) = argmax {p(fé(k), Y; 6)}
- i () (18)
gkt argmax § p(z|y; 0
T



Notons que la premiére équation se simplifie

=(k)

_ (k).
8" = argmax {p6™; 0)}, (19)

. . o k)
ce qui nous permettra d’interpréter 8 ° comme une es-
timation au sens de maximum de vraisemblance (a pri-

ori ), si a® pouvait étre considéré comme un vecteur
d’échantillon effectivement observé de la loi a priori p(z; 6).
La deuxiéme équation n’est autre que ’estimé MAP une fois
les parameétres fixés a l'itération précédente.

e Maximum de vraisemblance marginale (MVM)

L’idée de base dans cette approche est de ne pas con-
sidérer les hyperparamétres 8 = (A, 1) au méme niveau que
les parameétres x, ce qui est effectivement le cas. Il s’agit
alors d’abord estimer 6 par

@:argmgx{L(B):/p(a:,y;ﬂ)da:}. (20)

Ensuite, cet estimé peut étre servi, dans une deuxiéme
étape pour l’estimation de la solution au probléme inverse
considéré :

T = arg max {p(a:|y,§)} (21)

Malheureusement L(6) est rarement calculable (sauf dans
le cas gauusien et certain autre cas d’école), c’est pourquoi
on pourrait envisager l'utilisation de l’algorithme EM
(Evnnrfntinn—Mavimirzatinn) gui dans notre cas s’écrit

A ORI IVIAXLIIIIZALION Lalld>

comme sult :

B Qe;8") =E__ 50 {lnp(=,v;0)}

~(k+1) ~(k)

M: 8 :argméx{Q(o;o )} #)

L’objet de cette communication est de comparer ces deux
méthodes dans notre cas particulier ou les lois a prior: sont
des lois choisies dans la famille (16).

Revenant & la notation & = (A1, Az) et remplagant
p(x; A1, A2) de Péquation (10) dans les équations (19) et
(22) on peut faire la comparaison suivante :

e MVG A Diteration (k + 1) de lalgorithme
d’optimisation (19) on a & résoudre :

SR ~(k
O, 3) 5+ = arg [max, {p@Ears Mida)p. (28)

Pour ceci on aura a résoudre le systéme d’équations non-
linéaires suivant :

On Z (A1, A 1 ~
_——_8()\ 1,42) = ]—V:¢1 (wﬁﬁ)fw)
! (24)
—_3/\2 - - N 2\*MAP

Les parties droites de ces équations sont :
1 (k) L S~ s
ﬁd’l (zMAP) N Z H(‘/L’\M)AP,-
=1

| N (25)
~(k
ﬁ Z S(xSW)AP,'
i=1

L (e

e MVM-EM : Dans la mise en ceuvre de 'algorithme EM
(22), & l'itération (k + 1) on a & estimer

S k1) < k)
(A1, A2) —arg(f\?%){Q(()‘1;/\2),(/\1;/\2) )},
(26)

ce qui dans notre cas revient & résoudre le systeme
d’équations nonlinéaires suivant :

0111Z A ,A2 — QS] x)ple|Y d 97
_M 2) = — [ ¢2(=)p ) )

Les parties droites de ces équations sont :

N

3 [Hepaie = F3 [ @ity =
i=1
N

7 [epenie = T3 [ sEpin o

(28)
Ainsi, en comparant les équations (24-25) aux (27-28), on
peut remarquer que si p(x|y) est trés concentrée autour
de Zprap, i.c.; p(x|y;0) ~ §(x — Tarap), alors les parties
droites des équations (25) et (28) seront identiques et les
deux méthodes fourniront les mémes résultats numériques.
Bien entendu, ceci ne sera pas le cas en général.
La méthode du MVG est plus facile & implanter et son
coiit de calcul reste raisonnable, tandis que le calcul des
intégrales dans l'algorithme EM de la méthode MVM de-

randant 1in oot Ao rn shiats 3
IManacny un couy ae caleul pl’Ohlbltlf. En cffet sion veut ap-

pliquer cette méthode en restauration d’images on a a cal-
culer N intégrales, N étant le nombre de pixels de 'image.
Pour remedier & ceci on peut envisager deux solutions :

¢ faire une approximation gaussienne de la loi e postertor:
en développant, en série de Taylor, le critére J(x), autour
de z MAP, OU

¢ calculer ces intégrales par une méthode stochastique ce
qui nous améne ’algorithme SEM (EM stochastique).

4. RESULTATS DE SIMULATIONS

Nous n’avons pas encore implanté la méthode MVM. Nous
présentons donc les performances de la méthode MVG qui
est implantée et utilisée dans des applications en restaura-
tion et reconstruction d’image. Ici, nous présentons seuls
les résultats de simulation en restauration d’image.

Pour ceci, nous avons simulés quatre images synthétiques
(01, 02, 03 and 04) (Fig. 1), et pour chacune nous avons
calculé et présenté leurs histogrammes (Fig. 2). En fonction
de T’allure de chaque histogramme, nous avons choisi une
forme appropriée pour la loi @ prior: (choix des fonctions
H et S) et estimé leurs paramétres associés par la méthode
du maximum de vraisemblance (MV). Ainsi, & chaque ob-
jet est associée une loi de probabilité parmi les lois & ME
mentionnées dans le texte (10)—(12), avec les fonctions H
et S choisies parmi (16).

L’estimation par MV des paramétres (A;,Az) & partir
de ces objets se fait en résolvant le systéme d’équations
nonlinéaires suivant :

MZMA) _ Lo~
———3)\1 = N;H(x,)

_61nZ(A1,A2) _ _1_N .
9Xs = Ng;s(w’)
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Ainsi, nous avons attribué

o une loi gaussienne (H(z) = 2%, S(z) = z) & lobjet O1,
¢ une loi gaussienne tronquée (H(z) = 2%, S(z) = z, 2z > 0)
a Pobjet O2,

e une loi Gamma (H(z) = lnz,S(z) = z,z > 0) & Pobjet
03, et, finalement

e une loi entropique (H(z) = —zlnz, S(z) =2,z > 0) a
Pobjet O4.

Le Tableau 1. résume le résultat de ’estimation des para-
métres (A1, Az) & partir de ces objets par la méthode du
MV.

Dans 1’étape suivante, ces images ont été convoluées par
une réponse impulsionnelle de forme gaussienne et bruitées
avec un bruit gaussien de variance calculée de telle sorte
que le rapport signal & bruit soit environ 20dB (Fig. 3).

Finalement, utilisant la méthode du MVG, ces images
sont restaurées et simultanément les hyperparamétres sont
estimés. Les résultats de ’estimation des hyperparametres
sont donnés dans le tableau 2, et les résultats de restaura-
tion sont montrés sur la figure 4.

La figure 5 montre les histogrammes empiriques et les
lois a prior: estimées (utilisant les paramétres A, p estimés
par la méthode MVG).

images || H(z) | S(x) | domainede z || ), Az
01 z? z R 18.1 | -18.5
02 z? z z>0 594 | -0.78
03 Inz z z>0 -0.56 | 14.3
04 —zlnz z z>0 -11.1 ] 9.46

Tableau 1. Les lois a prior: et leurs paramétres estimées par la
méthode du MV pour les images O1, 02, O3 et O4.

images | A; Ao J(z) | Q) D
01 18.7 | -19.1 || 5.7ed | 6.2e4 || 2.8e-2
02 17.8 | -7.68 || 2.4e4 | 2.5e4 || 1.4e-1
03 -6.01 | 66.9 || 1.9eb | 1.8eb || 4.3e-1
04 -64.8 | 64.2 || 9.8¢5 | 1.0e6 || 2.3e-1

Tableaun 2. Résults de l'estimation des hyperparameétres (’):1,//\\2), le
critére J(z), le terme Q(z) et D la distance relative entre 'objet z et
I’objet restauré .

Figure 1. Les quatre images O1, 02, O3 et O4.

hist. & prior of image 1 5 hist. & prior of image 2

hist. & prior of image 4

QS = N W A

Figure 2. Les histogrammes et les loi e priori choisies des images O1,
02, O3 et O4.

Figure 3. Les images dégradées.

€S 1Images restaurees.
hist. & prior of image 2
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Figure 5. Les histogrammes et les loi a priori estimées.

5. CONCLUSIONS

Le principal objectif dans cette communication était
de présenter deux méthodes pour P’estimation des hyper-
parameétres dans une approche bayésienne de la résolution
des problémes inverses. La mise en ceuvre de la méthode
MVM par Palgorithme EM nécessite le calcul numérique
d’un grand nombre d’équations intégrales, ce qui limite son
utilisation en pratique. Par contre, I’implantation de la
méthode du MVG est plus facile et son coiit de calcul est
raisonnable. Cependant cette méthode n’a pas de bonnes
propriétés, car, dans certain cas, le critére peut ne pas
avoir de maximum. Une maniére de surmonter a cette
difficultée est de restreindre les parameétres. Cependant,
I’estimée & dépend beaucoup plus & la forme de la loi qu’a
ses paramétres. Nous avons constaté, & travers quelques
simulations, qu’en pratique, la méthode converge mais reste
sensible a Pinitialisation.

6. REFERENCES

[t] Dempster A. P., Laird N. M., and Rubin D. B., “Maximum
Likelihood from incomplete data via the EM algorithm.,” J.
Royal Statist. Soc., B, Vol. 39, pp: 1-38, 1977.

[2] Miller M., Snyder D., “The Role of Likelihood and Entropy in
Incomplete-Data Problems: Applications to Estimating Point-
Process Intensities and Toeplitz Constrained Covariances,” Pro-
ceedings of the IEEE, Vol.75, No.7 pp:892-906, 1987.

{3] Mohammad-Djafari A. et Demoment G., “Estimating Priors in
Maximum Entropy Image Processing,” Proc. of ICASSP 1990,
pp: 2069-2072

[4] Mohammad-Djafari A. et Idier J., “Maximum entropy prior laws
of images and estimation of their parameters,” Proc. of The
10th Int. MazEnt Workshop, Laramie, Wyoming, in Maximum-
Entropy and Bayesian methods, T.W. Grandy ed., 1990.

[5] Mohammad-Djafari, “Maximum Likelihood Estimation of the
Lagrange Parameters of the Maximum Entropy Distributions,”
Proc. of The 11th Int. MazEnt Workshop, Seattle, USA, 1991.

[6] Mohammad-Djafari, “On the Estimation of Hyperparameters in
Bayesian Approach of Solving Inverse Problems,” ICASSP-93,
Minneapolis, USA , 1993.





