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RESUME

Nous reprenons bri¢vement la définition du coefficient
d’autocorrélation partielle, ou coefficient de réflexion, dans le cas
multivarié pour considérer ensuite les méthodes d’estimation
autorégressive directement liées a ce parametre. Nous introdui-
sons un coefficient matriciel qui mesure la liaison linéaire
symétrique entre deux vecteurs aléatoires et dont les valeurs
singuliéres sont inférieures ou égales a un. Cela permet de définir
un cadre général en trois étapes pour I’estimation du coefficient
de réflection. La stabilité du filtre autorégressif associé est alors
garantie. Nous retrouvons ainsi certaines généralisations de la
méthode de Burg et proposons de nouvelles approches.

1.INTRODUCTION ET NOTATIONS

La notion de coefficient d’autocorrélation partielle, ou
coefficient de réflexion, est au coceur de bien des méthodes
d’estimation autorégressive. Pour une série scalaire on peut citer
la célebre méthode de Burg [1] ou celle de Dickinson [2] dans le
cadre des critéres de moindres carrés, mais ces coefficients sont
aussi & I'origine des méthodes de maximum de vraisemblance
approché (Kay, [3]) ou exact (Pham, [4]). Nous avons
également proposé une estimation empirique naturelle des
autocorrélations partielles (Dégerine, [5]).

L’extension de ces méthodes au cas multivarié présente de
nombreuses difficultés. Ainsi plusieurs généralisations de la
méthode de Burg ont été proposées (Nutall, [6], Strand, [7])
mais seule celle de Morf et coll. [8] est directement basée sur la
notion d’autocorrélation partielle. C’est aussi le cas de
P’extension de la méthode de Dickinson [9] et ces deux méthodes
utilisent 1’autocorrélation partielle liée & la décomposition de
Cholesky des matrices de covariance.

En effet I'une des difficultés essentielles dans la définition
d’une corrélation (partielle ou non) pour le cas multivarié est le
choix de la racine carrée d’une matrice symétrique positive dans
la phase de normalisation. Ceci nous a conduit & proposer la
notion d’autocorrélation partielle canonique (Dégerine, [10]).

Soit X(.) = {X(t), te Z } une série vectorielle réelle de
dimension m, stationnaire au second ordre et centrée. La
fonction d’autocovariance

R(n) = E{X(t+m)X(DT), neZ ,
caractérise la structure au second ordre de X(.) mais doit
satisfaire les contraintes de positivité. Elle peut étre remplacée par
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la fonction d’autocovariance partielle, &0) = R(0) et

&n) = E{e(t;n-1)e*(t-nm;n-1)T}, neiN*,
ou e(t;n) et €*(i;n) désignent les erreurs de prédiction
progressive et rétrograde d'ordre n (e(1;0) = £*(;0) =
X(1). Cependant &(.) doit 4 son tour satisfaire les conditions
garantissant la positivité des matrices de covariance des erreurs

d’ordre n, ne IN*, construites selon la récurrence,
0X(n) = 0%(n-1) — &n)o*2(n-1)"&n)T,
o*(n) = 6*2(n-1) - En)To*(n-1)"&n),

~ ol A représente un inverse généralisé quelconque de A.

La fonction d’autocorrélation partielle, K0) = &0) et
Bn) = o(n-1)~&n)o*(n-1)-T, neN*, M
dans laquelle o est une racine carrée de o2 (oo = 0?) et

0T = [o7)7, permet d’éliminer ce genre de contraintes.

Cette notion est précisée dans le second paragraphe. Le
troisiéme paragraphe est consacré & ’extension au cas vectoriel
de 1’estimation empirique des autocorrélations partielles. Les
démonstrations des résultats présentés ici ainsi que des
compléments figurent dans Dégerine [11].

2: AUTOCORRELATIONS PARTIELLES

2.1. Procédés d’orthogonalisation
Un procédé d’ orthogonalisation standard désignera ici tout
moyen qui permet d’associer de fagon unique, 4 une matrice de

covariance 02, une racine carrée o (0oT= 62) et un inverse
généralisé ¢~ de o (00~ 0 = 0 ) satisfaisant 070 =1,
(matrice identité d’ordre r) oli 7 est le rang de &2.
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a) Orthogonalisation triangulaire. Soit TD?1T 13 décomposi-

tion de Cholesky de o® dans laquelle D? est une matrice carrée

diagonale 4 éléments positifs ou nuls et T une matrice
triangulaire inférieure unitaire dont 1’unicité est obtenue en
annulant les termes non diagonaux des colonnes de T

correspondant aux colonnes nulles de TD2. On note YD? la
matrice carrée diagonale définie par la racine carrée des termes de

"D?et VBE*' celle définie par I’inversion des termes non nuls de
W. Alors ¢ est la matrice mxr obtenue en supprimant les
colonnes nulles de TW et ¢~ la matrice rxm obtenue en
supprimant les lignes nulles de *{521'1;1. Le procédé peut étre

utilisé a partir d’une décomposition de Cholesky basée sur les
matrices triangulaires supérieures.

b) Orthogonalisation selon les composantes principales. Soit
va*vT une décomposition spectrale de o2 dans laquelle A2
est la matrice carrée diagonale formée par les valeurs propres de
0%, avec leur muitiplicité et rangées par ordre décroissant. Les
vecteurs propres associés, colonnes de V, sont rendus uniques
en imposant que la premigre composante non nulle soit positive.
Lorsqu’une valeur propre est multiple, le premier vecteur propre
associé est celui pour lequel le nombre de composantes nulles
successives, a partir de la derniére, est maximum; les suivants
sont construits sclon le méme principe tout en conservant les

conditions d’orthogonalité. Alors ¢ et 6™~ sont obtenus comme
. R . JA2 A2
ci-dessus a partir de VVA“ etVA“+y7T,

2.2, Fonctions d’autocorrélation partielle standards

Une fonction d’ autocorrélation partielle standard B(.) est
associée par les relations (1) 4 la fonction d’autocovariance &.)
a partir de n’importe quel procédé d’orthogonalisation. Le
domaine de variation de () se présente ainsi: la matrice B(0)
est symétrique positive d’ordre m; la suite {S(n), n =1, 2,
...} est constituée de matrices carrées dont les valeurs singuliéres
sont inférieures ol égales a un et telle que I'ordre de B(n+1)
soit égal au rang de I-B(n)B(n)T, celui de B(1) étant égal
au rang de X0).

a) Forme directe. On appelle ainsi toute définition de S(.) qui
résulte d’un procédé dans lequel o et ¢~ sont définis
uniquement en fonction de ¢2.

b) Forme récursive. Un procédé, dit de base, étant fixé on
construit les matrices par la récurrence, ne IN¥,

o(n) = o(n-1)[{ - B(n) B(n)T]1/2
oy~ = [l - Bim) BT 20(n-1)~

a partir de valeurs initiales o(0) et o(0)—, ou [.]V/2 et [.]-1/2
sont associés a [.] sclon le procédé de base retenu. Le méme
principe est adopté dans le sens rétrograde, éventuellement 2
1"aide d’un autre procédé de base.

@

Parmi les définitions possibles de B(), celles basées sur les
décompositions triangulaires présentent de nombreux avantages:

~ Les matrices o et 0~ résultent d’un calcul algébrique
simple (non itératif).

— Les formes directes et récursives coincident.
Par la suite nous identifierons par 'indice ¢ (triangulaire) les
¢éléments B(.),, o(),, ctc, associés au procédé utilisant la
forme triangulaire supérieure dans le sens progressif et la forme
triangulaire inférieure dans le sens rétrograde.

2.3. Fonctions d’autocorrélation partielle canoniques

La fonction d’autocorrélation partielle canonique définie dans
[10] correspond a la forme standard obtenue par le procédé
récursif ayant pour base le procédé b). Nous utiliserons !’indice
cr (canonique récursive) pour identifier les éléments de cette
version. Le terme canonique signifie que les composantes de

), = o), &tn),

M*(t=nin)ey = 0% (M, €%(t-n3n),
sont les variables canoniques dans 1’analyse canonique du couple
{&(t;n), €¥(t-n;n)}. L’unicité obtenue de fagon récursive
semble cependant peu adaptée aux probleémes d’estimation.

Soit B =LTAOM = LTOAM, la décomposition en valeurs
singuli¢res d’une matrice réelle carrée, dont les valeurs
singulieres sont inférieures ou égales a un, réalisée de fagon
unique comme suit. Les matrices orthogonales L et M sont

celles des décompositions spectrales I-B87 = LT(I-ADL et
I-BTB = MT(I-A*)M, dont I’unicité est obtenue selon les
conventions du procédé b). La matrice carrée diagonale A
contient les valeurs singuliéres de B, avec leur multiplicité et
rangées par ordre croissant. La matrice € est définie par
LBMT = A® en convenant de poser égaux 2 zéro les éléments
des lignes et colonnes correspondant aux valeurs nulles de A.
D’autre part les matrices diagonales rectangulaires [I — A%]'/2 et
[I — A%]7Y2 sont associées a (I — A2) selon le procédé b) de
méme que Ag et Ay 2 partir de A%(0) dans le cas particulier de
o%(0) = L(0)TAX(0)L(0).

Proposition 1.- Soit §(.) une fonction d’autocorrélation
partielle standard quelconque. A partir des décompositions

B(n) =L(n)TA,@(n)M(n), n 2 1, on définit les
nouvelles variables 1(t:n), et W*(t-n;n), par

U=-A%(m) 1 PL(n) ((tn=1) — By m*(t-n;n-1)),

U=-22(m)] P8 (1 (e-min-1) — BTmyn(ein-1)),
ou n(t;n-1) et N*(t—-n;n~1) sont les erreurs normalisées

selon le procédé de définition de [X.). Alors les variables ainsi
définies sont normalisées et leur corrélation est égale @

— [ = A R2A,S(m)T - A ()]

La matrice de corrélation ci-dessus est celle obtenue en
supprimant dans —A,©(n) les lignes et colonnes correspon-
dant aux éléments de A, égaux 2 un. Cette proposition montre
que les composantes de 71(f;n), et de n*(f—n;n), sont un
choix de variables canoniques dans 1’analyse canonique du
couple {e(t;n), e*(t-n;n)}. 1l est alors possible de définir
une fonction d’autocorrélation partielle canonique en posant
Bn+1). = E{(n(tm) n*(t-n-1;m1), n 2 1.

Cette forme de définition de 1’autocorrélation partielle
canonique permet d’échapper & la définition récursive initiale.



Elle dépend cependant du choix de la fonction standard S(.)
utilisée. Ici seule la simplicité doit motiver ce choix, nous
utiliserons donc la fonction B(.), et nous identifierons cette
version par ’indice ¢t (canonique triangulaire). De fagon précise

- -T
on pose B(0), = 8(0), B(1), = 4y LO),XDLO)LA,
et Bln+1), = P()B(n+1) Q(m) , n 2 1, ot P(n) et
Q(n) sont les matrices orthogonales,
T _ T.
P(n) = [ = Bn)B(nye 155U ~ Blm Blmyi 1312,
T _ T

O = [ ~ Blne Blm) 15 U — Blrye Blmd 12,
les indices cp, ts ou #i signifiant que 1’on utilise le procédé
composantes principales, trigngulaire supérieure ou inférieur.

3. ESTIMATIONS EMPIRIQUES

3.1. Position du probléme

Soit x(1), ..., x(N) D’observation d’une séquence de
longueur N de X(.). Considérons, pour n =0, ..., p < N/2,
Pespace vectoriel engendré par les matrices d’ordre mx(N—-n):

X, () = [x(D), ..., x(t+N-n-1], t=1, ..., n+l.
Posant {x,(1), x,(t-k)] = {x,()x,(t=k)T}/(N-n) on a
E{[x,(0), x,(1-k)]} = R(k) et le produit scalaire est défini
par <x (), x,(t-k)> = tr{[x,(D), x,(t-k)]}.

L’erreur de prédiction progressive d’ordre &

K

(50 = Y, apk)xalt=), @, k0) =1,

=0

se caractérijse par [g,(5:k), x,{t—=1=0,j=1, ..., k. Son
homologue dans le sens rétrograde est notée £5(t:k). Ainsi on
définit sans ambiguité les éléments empiriques suivants pour n =
0, ..., p (€,(5-1) = £(1-1) = £,(50) = £5(£0) = x,(1)),

8,(n) = [g,(n+1;n-1), &5 (1;n-1)],

0%(n) = [g,(n+1;n), £,(n+1;n)],

0*%(n) = [£,(1;m), &3 (1)),
On utilisera également les variances résiduelles, n=1, ..., p,

G2(n-1) = [g,(n+1;n-1), g,(n+1:n-1)],

&*5(n-1) = [e5(1in-1), &5 (1sn-1)].

Proposition 2.— Pour n = 1, ..., p, les erreurs de
prédiction empiriques satisfont:
&,(n+1;n) = g,(n+1;n~1) ~ 8,(n)F*4(n-1)€5 (1;n-1),
&, (13n) = £3(1:n=1) = 8,(n)T62(n-1)"¢,(n+1;n-1).
Les relations entre les variances résiduelles sont :
02(n) = Go(n-1) - () T*%(n-1)=8 ()T,
0%3(n) = ¥(n-1) - 8T G2 (n-1)=6,(n).

La suite des valeurs 8,(n), n =0, ..., p, ne constitue pas
nécessairement une suite d’autocovariances partielles. La
méthode de Dickinson [9] consiste 2 utiliser la séquence des
autocovariances partielles définies pour n =0, ..., p par
le,(n+1;n-1), s:(l;n—l)], c’est-a-dire qu’elles sont toutes
obtenues a partir de N—p séquences. :

3.2, Coefficient de liaison linéaire

Nous introduisons dans cette section un coefficient matriciel
mesurant la liaison linéaire symétrique existant enire deux
vecteurs aléatoires réels X et Y, centrés, de dimensions

respectives p et g, a partir du critere quadratique défini sur
I’ensemble des matrices C de dimensions pxq par

Q(CX.Y) = tr(Var(X — CV)} + tr{Var(Y — CTX)}.

Proposition 3.- Le critére Q(C;X,Y) est convexe par
rapport @ C et son minimum est réalisé par toute matrice
satisfaisant I’ équation de Lyapunov
Var(X)C + CVar(Y) = 2Cov(X,Y).

Celle-ci admet une seule solution satisfaisant la contrainte

wWvar(u=0 et viVar(Y)v=0 = uICv=0.
Cette solution, notée Cyy, est appelée coefficient de liaison
linéaire entre X et Y.

Le coefficient matriciel Cyy est égal 4 O si et seulement si les
vecteurs X et Y sont non corrélés (Cov(X,;Y) = 0). Il
coincide avec le coefficient de corrélation pyy lorsque ces
vecteurs sont préalablement normés. La valeur minimum du
critere est égale a zéro si et seulement si les deux vecteurs X et
Y se déduisent 1'un de 'autre par une transformation
orthogonale, X = CyyY avec CyyCy=1. Dans ce cas on a
aussi pxyp§y = I mais la réciproque n’est pas vraie. Cependant
dans tous les cas les valeurs singuligres de Cyy sont inférieures
ou égales a un.

3.3. Corrélation partielle empirique

Il est naturel, au vu de la Proposition 2, d’estimer la suite des
autocorrélations partielles par B(O) =8 0)etpourn=1,...,p,

Bin) = Bn-1)=8, (n-1)7, 3

apres s’€tre fixé un choix de définition des éléments o et 0™,
Cela équivaut 2 Bn) = [n,(n+1:n-1), nX(1;n-1)], ob
n,(n+1;n-1) = Sln-1€,(n+1;n-1) et Ni(1l;n-1) =
5: (n-1)"g; (1;n~1) sont normalisées. Les valeurs singulitres de
B(n) sont donc inférieures ou égales a un.

On notera B(n), I’estimation obtenue selon (3) en utilisant la

forme triangulaire supérieure dans le sens progressif et la forme
triangulaire inférieure dans le sens rétrograde pour les définitions
de o et 0. Les valeurs singuli¢res de B(n), n = 1, ..., p,
sont un invariant des estimations obtenues selon (3).

Plus généralement on pose (0) = 5,(0) et pour n = 1, ...,
p, on effectue un choix au cours des trois étapes suivantes.

(i) Déterminer les coefficients @,(n—1,k) et @y (n-1,k), k = 0,
..., n—1, des filtres définissant les erreurs d’ordre n-1,

n-1

Eun+1in-1) = Y, Gu(n—1,)xa(n+1-k),

k=0
n-1

E(Lin-1)= Y, Gy (n-1,0)x,(1+k),
auxquelles sont zllcl—oors associés les éléments empiriques

G2(n-1) = [E(n+1:n-1), Ex{n+1:n-1)1,

8, An-1) = [&; (1n-1), & (1sn-1)],

8:(n) = [B(n+1in-1), B (Lin-1)].

(ii) Choisir les estimateurs 6%(n—1) et & 2(n-1).

(iii) Opter pour un procédé de normalisation pour définir
S(n-1)"et 5 (n-1)".

L’estimation X(n) est alors le coefficient de liaison linéaire entre
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= 8n-1)y"E(n+1in=1) et Hlr = & (n-1)"E'(1:n-1). En
d’autres termes 3 (n) est solution de 1’équation de Lyapunov (on
omet les arguments (n-1))
626 pm + P8 5.2 =2575,mB" T, (@)
associée au probléme de minimisation par rapport a Xr) de
~ ~% D ~% T 2
177n = BT " + 17, = Blr) 1l ,
Le principe des généralisations de la méthode de Burg
consiste a utiliser, dans la phase (i), les filtres définis par les

estimations B(k), k = 0, ..., n-1, obtenues aux étapes
précédentes. Dans la phase (ii) Nutall [6] et Strand [7] retiennent
en plus les estimations 8‘2(n—1) et 3*2(n—l) qui en résultent et
ators la méthode est indépendante de la phase (iii). Par contre
Morf ct coll. [7] utilisent, en phase (ii), les éléments cmpiriques
SXn-1)et G, 2(n 1) comme estimateurs (ce qui évite 1’équation
de Lyapunov) et le procédé triangulaire inférieur dans les sens
progressif et rétrograde pour la normalisation de la phase (iii).
Les méthodes visant & estimer les autocorrélations partielles
canoniques peuvent aussi entrer dans le cadre général ci-dessus.
Cependant la particularité du procédé de normalisation conduit 2
une présentation plus spécifique. Une estimation possible de

B(.)., consiste A utiliser, dans la phase (i), les erreurs
empiriques g,(n+1;n~1) et 8:(1;n~1) définies par le critére
des moindres carrés. Mais les deux autres phases sont réalisées
simultanément sur la base de la récurrence (2); par exemple dans
le sens progressif S(n-1),
précédente par

-1 = 1 -4 (=)ol L1 5(n-2)7
L’estimation fi(n). est alors solution de 1’équation de Lyapunov
(4) correspondante. On aurait pu aussi utiliser les erreurs définies
par les filtres associés aux étapes précédentes et obtenir ainsi une
généralisation de la méthode de Burg basée sur les autocorré-
lations particlles canoniques. Les différentes contraintes
introduites dans ces deux premigres approches risquent
d’affaiblir les qualités de résolution de la méthode; en particulier

cst défini en fonction de 1’étape

les valeurs singuli¢res de B(n)., different de 'invariant obtenu
dans (3).

L’estimation cmpmque naturelle de f3(.),, se présente de la
fagon suivante. ﬁ(O)C, = §8,(0), [3(1)5, = G,(0),9, (1)O'e(0)cp_T,
ol O'e(O)CP et GE(O)cp sont définis a partir de 0'3(0) et G, 2(O)
selon le procédé b). Pour # = 2 on utilise sur le plan empirique
le principe de la Proposition 1 2 partir du procédé triangulaire.
Dans le sens progressif on introduit

8u(n+132) = [g,(n+13n-2), €3 (23n-2)],

OnH2in-2) = [£7(2:n-2), &5 (2n-2)],

O%(n+1;n-2) = [£,(n+1;n=2), £,(n+1:n-2)],

B.(n+1:2), = o, (n+1;n— 2) 5(n+l 20 2n- 2)“,
pour obtenir I'innovation canonique en fonction de 1’innovation
triangulaire 717,(n+1;n-1),, = ﬁn(n—l)nn(nﬂ;n—l),par la
transformation orthogonalc

_ T
Pun=1) =1 - BB"123211 - BRI, B = Ba(n+132),.

Dans le sens retrogradc on utilise la corrélation partielle
triangulaire 8 = B,(n;1), entre e,,*(l'n 2) et £,(n—1;n-2) pour
aboutir 2 77,,(1 n=1)g = Qn(n-l)n,,(l n—1), par la transforma-
tion orthogonale,

Onln-1) = 1 = BB 1,1 = BB1If%, B = Buli1.
L’estimation B(n)c, de (n),, est alors donnée par

[N+ 13110, (1)) = Paln=1) By Gn(n-1)'.
Notons que les valeurs singulidres de ﬁ(n)c, sont égales a celles

de B(n), et que I’on retrouve ainsi U'invariant des méthodes issues
de (3). C’est en effet une méthode de méme nature mais dont le
procédé de normalisation passe par une estimation préalable.

La comparaison entre toutes ces méthodes devrait &tre menée
a travers un important travail de simulation. Cependant le
minimum de contraintes qu’utilisent les méthodes directes

associées a (3), y compris B(.), ci-dessus, plaide en leur faveur.
Ces dernieres sont identiques dans le cas scalaire, puisque le
procédé de normalisation ne se pose pas, et coincident avec
P'autocorrélation partielle empirique qui, dans ce cas, est
préférable & la méthode de Burg (cf. [5]). D’autre part les valeurs
singuli¢res de module 1 sont estimées de fagon presque siire,
pour N suffisamment grand, alors que ce n’est pas le cas dans
les généralisations de la méthode de Burg.
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