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RESUME

Nous présentons dans cette contribution, un formalisme
général concernant les procédures temporelles pour tester
la normalité d’un processus stochastique stationnaire. Les
formes ezplicites de la distribution asymplotique de ces tests
statistiques sous Uhypothése de Gaussianité, sont aussi ez-
hibées. Deuz procédures de test (les tests SK et ECF) sont
comparées dans le cadre d’un exemple d’application typique:
La détection d’un processus non-Gaussien additif, noyé dans

un bruit stationnaire Gaussien de covariance inconnue.

1 Introduction

Un grand nombre de procédures permettant de tester
la Gaussianité d’échantillons indépendants {monovariables
ou multivariables) ont été développées ces derniéres années
(voir les travaux de Csérgo [1]). Par contre, peu de ten-
tatives ont été entreprises pour tester si un processus sta-
tionnaire (scalaire ou vectoriel) est Gaussien, ceci malgré
I'importance pratique de ce probléme {cf. [4]). Nous pou-
vons citer comme exemples typiques la sélection de méth-
odes d’inférences appropriées, la détection de dépendance
non-linéaire dans une série temporelle [6] et la détection
de signaux non-Gaussiens noyés dans du bruit Gaussien [1]
(applications en radar, sonar, ...etc).

La plupart des techniques développées i ce jour sont
fondées sur les polyspectres {cf. [6, 2]) (on teste générale-
ment que le bispectre ou le trispectre est “statistiquement”
nul).
pose d’un grand nombre d’échantillons (la convergence des
estimateurs polyspectraux étant “lente”). D’autre part,
une approche temporelle a récemment été proposée dans le
cadre des séries chronologiques corrélées, par Epps [3] ainsi
que par Giannakis et Tsatsanis [5], basées respectivement
sur la mesure de la fonction caractéristique et des cumu-
lants d’ordre 3 ou 4 des processus. Cette derniére semble
plus intéressante par rapport a ’approche fréquentielle {ou
polyspectrale) lorsque les échantillons a tester sont relative-
ment courts.

Nous présentons ainsi, dans cette contribution une ap-
proche temporelle ot nous construisons une famille de tests
statistiques basée sur la minimisation d’une forme quadra-
tique faisant intervenir la différence entre la moyenne em-
pirique et la moyenne d’ensemble de fonctions non-linéaires
des données observées.

D’une fagon générale, nous supposerons que le sig-
nal observé {X:}iez est un processus stochastique, dis-
cret et stationnaire, de moyenne E{X;} = p et de fonc-
tion d’autocorrélation r(r) = E{(X: — p)(Xe—r — #)}.
Alors, le probleme que nous nous posons se résume & tester

Ces méthodes ne sont appropriées que si I’on dis- -
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Phypothése composite Hy:“le processus {X;} est Gaussien”,
sachant que les paramétres p, v(0), (1), 7(2), - - - sont incon-
nus.

Cette classe de tests peut &tre considérée comme
Péquivalent des ‘lests de conformité’ classiques (ou
goodness-of-fit) étendus aux séries temporelles scalaires.
Ces tests prennent en compte la loi de distribution con-
jointe des variables aléatoires Xy_r,, Xt—ry, -+, X¢—r, (VvOIr
(1, 8, 9]). L’originalité de ’approche proposée réside dans
le fait que nous donnons un formalisme général des tests
de conformité classiques (du type Chi-carré de Pearson,
Skewness-Kurtosis ou autres), puisque le choix des trans-
formations non-linéaires sur les données reste libre. Mise
& part la stationnarité et une condition de régularité rela-
tivement faible concernant la densité spectrale, les tests que
nous proposons ne requiérent aucune connaissance supplé-
mentaire concernant le processus {X,}.

2 Présentation du formalisme des

tests de Gaussianité
Nous proposons dans cette étude une famille de tests
statistiques permettant de valider ’hypothése de normalité
d’un processus stationnaire et réel. Les tests de normalité
prendront en compte la loi de distribution conjointe d’un
ensemble fini de variables aléatoires (Xy, Xy—ry,ocy Xiory)
prises & différents instants (successifs ou pas).

2.1 Principe

Nous construisons le processus & N dimensions Z(t) =
{Z1(t), -, Zn(t)}, défini & partir de N transformations
non-linéaires effectuées sur le processus {X;}.

Z(t) = gk(X"Xt-r{‘y“"Xt—r‘f‘(h)) , k=1,---,N (1)

ol, @ ={rf; 1< k< Netl<j<i(k)}est un ensemble
fini de retard et gi(.) sont certaines fonctions non-linéaires.
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Figure 1: Schéma du principe

11 est clair de voir que sous ’hypothése de base Hy, la
loi de distribution du vecteur Z(t) dépend uniquement d’un
ensemble fini de paramétres noté 6 = (u, r(rf—7}); 7F, 7} €
1) qui paramétrise la distribution conjointe du vecteur

{XO)-XT y T E Q}

2.2 Loi des grands nombres et Théoréme de
la limite centrale

11 est important de remarquer que le processus {X; }cz
4 étudier étant supposé stationnaire, alors le vecteur aléa-
toire transformé Z(t) ) est aussi siaiionnaire.

A ce niveau, la question importante a laquelle il nous est
a répondre, est de savoir sous quelles conditions concernant
le processus {X,} et ses transformations g;(.), le processus
aléatoire vectoriel Z(t) est

e (i) régulier ( c.a.d possédant une densité spectrale ab-
solument continue sur [~7, +=).

e (i1) vérifie une version du “théoréme de la Limite Cen-
trale”.

2.2.1 Propriétés de mélange pour le processus {X;}

Rosenblatt [10] et Ibragimov {7] ont défini la régularité
généralisée d’un processus en introduisant la propriété de
mélange. Deux définitions différentes du mélange ont été
proposées:

* (7) SUPgemt BeM;, |P(AB)~P(A)P(B)| < «(n)

ol a(n) — 0 quand n — oco. M représente
la o-algébre générée par les événements du type
{(Xil,"‘,Xih) GE} ola<yy <ig<---< i <bet
E un Borélien de dimension k.

o (1) 2o, mem lcum®) (1, -, 1) < +oo ou k est
Pordre du cumulant calculé & partir de {X,}.

Ainsi, si nous faisons I’hypothése que le processus {X;}
est stationnaire, réel et Gaussien, il devient possible de con-
naitre un ordre de grandeur du coeflicient de mélange a(n).

Théoréme 1 (Ibragimov et Rozanov [11] pp.67)

5t la fonction de distribution specirale de {X,} est absol-
ument continue et que la densité spectrales f(A) est de la
forme |P(e**)|2w()) ot P(z) est un polynéme dont les zéros
sont sur le cercle unité |z| = 1 et w(A) bornée non nulle, r
fois différentiable et pour laguelle la dérivée d’ordre v sat-
isfait une condition de Hélder d’ordre B; alors le processus
{X:} est fortement mélangeant et le coefficient de mélange

a(n) est de ’ordre de O(n=""F ).

2.2.2 Régularité de {Z(t)} et Loi limite

Supposons que { X, } est un processus fortement mélangeant
{vérifiant le théoreme 1) et que a(n) est son coefficient
de mélange. Considérons de plus, que nous observons
un échantillon de taille 7' de {X;} que nous notons
{X1,X2,---, Xr}. Définissons alors, la moyenne empirique
sur les échantillons transformés

1 T
St =2 3 20) (2)

olt Z(t) est déterminé par la relation 1. Nous montrons
alors, les résultats importants suivants.

Théoréme 2 Si les conditions suivantes sont vérifies

1. {X,} est un processus stationnaire et Gaussien forte-
ment mélangeant

2. Les fonctions non-linéaires gi(.) sont choisies de fagcon
d ce que pour certaines valeurs 6§ > 0, on ait
E¢{|2:(£)|2*} < 00 pour k = 1,---, N (bornitude des
moments)

alors,

(1) St —p. S(6) = Ee{Z(t)}
(i) B(8) = Cove(Z(t)) +

2 f‘; Eo{(Z(t) — So)(Z(t — 7) — Sp)'} < o
(1) VT (Sr — S(8)) —c N(0,5(8))

ot 6 est l’ensemble des paramétres caractérisant la loi de
distribution du vecteur Z(t) sous ’hypothése Hy.

Démonstration: Nous ne donnerons pas le détail de la
démonstration, par contre nous en citerons ’idée principale.
11 suffit d’appliquer le théoréme 1 et de vérifier pour chaque
composante Zi(t) (k = 1,---, N) le théoréme 2.1 donné par
Ibragimov {7] pp.368. u

Les résultats (ii) et (iii) premettent respectivement de
prouver la régularité du processus transformé Z(t) et d’en
vérifier le théoréme de la Limite Centrale.

2.3 Construction des statistiques de test

Nous construisons la famille de tests statistiques en
définissant la forme quadratique Qr(6):

Qr(6) = T(Sr — $(60)) T(6)™* (Sr - S(6))  (3)

Le théoréme 2 nous permet de connaitre la distribution
asymptotique de la statistique de test 3 sous I’hypothése
de base Hy. Alors, sous les conditions énumérées dans ce
théoréme et en supposant que les paramétrs 8 sont connus,
Qr(8) est asymptotiquement distribuée selon une loi du x?
a N degrés de liberté. Ce résultat fondamental est 4 la base
de la construction de la classe de tests de conformité que
nous proposons.



3 Mise en oeuvre des procédures
de test

L’implémentation de ce type de tests d’hypothése com-
posite pose deux problémes, car dans la pratique,

1. La matrice de covariance Z(6) n’est pas connue.

2. Le vecteur 6 des paramétres de la distribution de
{Z(¢)} est aussi inconnu.

Nous présentons alors dans les paragraphes qui suivent,
des solutions qui permettent de construire des estimateurs
consistants de ces deux quantités.

3.1 Estimation de la matrice de covariance
de la statistique de test
Nous énongons le théoréme suivant.

Théoréme 3 Soit ¢ un estimateur consistant de z(6),
c.d.d que By —p, £(8). La forme quadratique Qr(8) =
T(Sr — S(8))t £7* (ST — S(6)) est asymptotiquement dis-
tribuée selon la loi du x* avec N degrés de liberté. La distri-
bution asymptotique de Qr(0) n’est pas affectée si l’on rem-
place (0) par S, sous la condition que Sy —p, £(6).

11 est facile de voir que sous ’hypothése Hg:
Tlil}:l TE¢{(St — S(8))(ST — S(8))} = B(6) = 27 fz(0)
| (4)

ot fz(A) (X € [—m,+n[) est la matrice de densité specirale
du processus régulier {Z(¢)} (cf. théoréme 2).

Alors pour construire un estimateur consistant de X(6),
il suffit d’estimer la matrice de densité spectrale de {Z(t)} &
la fréquence nulle. Nous pouvons utiliser selon notre choix:

o des périodogrammes lissés autour de la fréquence zéro
(voir méthode proposée dans [8, 9]),

o des périodogrammes moyennés dans le domaine tem-
porel,

e ou des méthodes quelconques procurant des estima-
teurs consistants de fz(0).

3.2 Estimation des paramétres 4 sous Hy

Puisque le vecteur des paramétres € est inconnu, nous
devons donc D'estimer. Soit f7 un tel estimateur; le test
statistique utilisé en pratique est QT(éT) Ceci change
clairement la distribution de la statistique. Ce dernier point
s’explique par le fait que S (éT) devient un vecteur aléatoire
et il n’est pas évident que la distribution asymptotique de la
statistique de test soit de la méme forme que celle de Qr(6)
lorsque @ est connu. Par contre, il devient possible de cal-
culer la loi limite de la statistique Q7 (fr) si Uon choisit en
particulier comme estimateur consistant des paramétres in-
connus, le minimisateur consistant en € de la forme quadra-
tique 3. Plus précisément:

Théoréme 4 Soit 8 la vraie valeur des paramétres et sup-
posons aussi les conditions suivantes réalisées.

1. La dimension N de Z (i) est strictement supérieure
au nombre de paramétres inconnus: N > card(6)

Z11

2. La matrice de densité spectrale fz(0) est définie posi-
tive pour « dans un voisinage de 6

3. La fonction S(a) est deuz fois continument différen-
tiable en la variable « dans un voisinage de 8,

4. Le Hessien de Qr(a) au point 8 converge en probabilité
(sous Py) vers une matrice inversible Io(6)

def 07 Wl
I('T)(G) é [%%la:ﬂ]lﬁi,jﬁcard(ﬂ) Py IQ(G)

(5)

Q
Alors,

o (i) I eziste un unique minimisateur consistant Or de
la forme quadratique o — Qr(a).

bp = Argmingev, QT(a)

e (#) La statistique Qp (éT) converge asymplotiguement
en loi vers une distribution du x® & N —card(8) degrés
de liberté.

Remarque: Il existe un voisinage Vy de 6, tel que o —

Q@1 () admette un minimum unique dans V.

Pour ne pas allourdir le texte, nous ne présonterons pas
la démonstration de ce théroréme. L’application de ce résul-
tat pour en dériver une statistique de test, nécessite la réso-
lution d’un probléme de minimisation multidimensionnelle;
ce qui risque de poser de sérieux problémes numériques (ex:
pour le cas & 1 retard 7, on a 8 = {u,r(0),»(r)}, donc
N > 3).

Nous évitons le probléme de la minimisation multidi-
mensionnelle en faisant un approximation de ’estimateur
67 par la méthode Quasi-Newton ou communément appelée
scoring.

Théoréme 5 Soit §T un estimateur cgnsistant du
paramétre 8. Définissons l'estimateur 67,

3Q~T(Ot)

8a

br =0r — Ig)(a)—l la = 0 (6)

ot Igr)(g’p) est le Hessien de QT(a) au point Op d’apres 5.
Alors,

o lestimateur Bp converge en Py-probabilité vers
Iunique minimisateur consistant 7 de a — Qr(e).

e Qr(fr) o la méme distribution asymptotique que

Qr(br) .

Cette derniére solution est utilisée en pratique, avec pour
point initial 87 D’estimateur empirique des paramétres in-
connus.

4 Présentation de deux tests de

Gaussianité

4.1 Test SK basé sur la mesure du Skewness
et Kurtosis

Z(t) = {Xe, X2, X2, X3, Xe Xt r X2 Xt r X2 Xior ¥
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et sous I’hypothése nulle Hy,

{ mr(0) +p?,3ur(0) + 4%, 37(0)° + 64°r(0) +
r(T) + p?, 2ur(7) + pur(0) + 4,
3r(0)r(7) + 3u’r(0) + 3u’r(r) 4 p}
ou 8 = (u, r(0),r()).
Le test SK permet de tester la normalité de la distribu-
tion conjointe de X; et X;_,.

5(8) =

Test ECF basé sur la fonction
caractéristique empirique

4.2

Z(t) = {exp(iA{X(t)), - - -, exp(iXyy X(t))}*

ou M (1< k< N)eRP—{0}et X(t) = {X;, -, Xempr1}t.

Sous Phypothése Hy, nous avons:
.t 1.y
S(G) = {exp(z,u)\ll + §>\1R)\1
ol R est la matrice de Toeplitz (p x p) construite & partir de
r(0),7(1),---,7(p—1)). Le vecteur des paramétres inconnus
est: 8 = (p,7(0),---,r(p—1)).
Le test ECF permet de tester la normalité de la distri-

bution conjointe de X, -+, Xy_p41.

5 Application a la détection d’un

processus non-Gaussien

L’observation est modélisée par: X; = Y; + k4, o0 Y,
est un processus Gaussien centré et autorégressif d’ordre 1
(le paramétre AR du modéle est inconnu). A, représente le
processus additif; il est supposé étre i.i.d et distribué selon
une loi exponentielle symétrique de facteur d’échelle A = 1.
Nous faisons varier le paramire & de fagon & analyser la
puissance des tests pour différentes valeurs du rapport Sig-
nal/Bruit (SNR p = kZ%ﬁ%). La probabilité de détection
est évaluée pour une fausse alarme de 5%, 2048 échantillons
et 300 tirages aléatoires indépendants pour chaque test (SK
et ECF).

Parameétres utilisés:

1. Test SK: nous choisissons un seul retard (r = 1 et
N=T).

2. Test ECF: nous prenon un seul retard (p =2 and N =
24 points de mesure pour la fonction caractéristique

dans R} - {0}).

Dans ces deux cas de figure, nous testons la normalité de la
distribution conjointe de {X;, X, _1}.
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