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RESUME

La détection de non-stationnarités est un probléme
classique du traitement du signal et aux multiples applications.
Nous abordons ici au moyen de la transformée en ondelettes
continues le cas particulierement important du saut de
moyenne noyé dans un processus aléatoire stationnaire. Apres
avoir brievement rappelé quelques résultats statistiques et
présenté les diverses stratégies possibles pour la détection [1],
une étude bi-dimensionnelle permettant d’utiliser la redon-
dance d’information dans le plan (temps,échelle) est menée,
comparativement aux méthodes classiques de segmentation.

1. INTRODUCTION

Le champ d’application des méthodes de détection de
changements abrupts dans un signal est trés vaste; en effet, ces
méthodes sont employées dans des domaines aussi divers que
la détection de pannes, la maintenance ou la sécurité de
systémes industriels, que le controle de signaux bio-médicaux
ou spatiaux [2]. Nous portons une attention particuliére a la
détection du plus simple de ces changements, le saut de
moyenne dans un processus aléatoire stationnaire, car de
nombreux problémes peuvent étre rattachés a ce cas type.

1.1 Modéle de signal

y()=Am.U(t-t,)+x(t)=s(l)+x(1) (1)
U(t): échelon
A m; amplitude du saut
x (t): processus aléatoire stationnaire & moyenne nulle
de fonction de corrélation R ,(T)
et de Densité Spectrale de Puissance (DSP) S, (f)
t,: instant du saut inconnu

x (t)correspond généralement au processus d’innova-

.tion d’un filtre de Kalman, selon le principe du Rapport de
Vraissemblance de Willsky [3]; les propriétés statistiques de
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Non-stationnarities detection is a classical problem in
signal processing with various applications. By means of the
Continuous Wavelet Transform (CWT), we consider here the
particularly important case of a mean value jump imbedded in
a stationnary random process. After recalling briefly some
statistical results, and after the presentation of various possible
detection strategies [1], a bi-dimensional study is done which
takes advantage of information redundancy in the (time, scale)
plane, and is compared to classical segmentation methods.

x(t) sont souvent partiellement connues, et la classe des sauts
inclus dans un processus d’innovation offre la propriété
avantageuse de quasi-blancheur.

L’outil d’analyse est la décomposition en ondelettes
continues (CWT); en effet, la transformée discréte a partir de
la famille d’ondelettes orthogonales de Daubechies ne permet
pas d’utiliser la signature 2-D de la discontinuité a des fins de

- détection car elle n’est pas invariante par iranslaiion [4].

1.2 Définition générale de la CWT [4] de Eq(1)

-7

C,(a.t)= a'”zj;y(t).‘y'(—(—l—)dt

P(t): ondelette normée dans L?
de transformée de Fourier ¢( )

1.3 Expression de la signature

Par linéarité de la décomposition en ondelettes :
Cyla,t)=C,(a,1)+C,(a,1) (2)

C,(a, ) est le bruit transformé et C.(a, t) la signature

déterministe de la discontinuité dans le plan (temps, échelie),
de forme conique.

flp—T
Cs(a,r)=~Am.a”zl‘,( "a ) (3)
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avec: [, (t)=['.¥(u)du
Notre probléme de détection revient & reconnaitre cette
signature incluse dans le bruit transformé, donc a fournir une
description statistique de C,(a, T).

2. RESULTATS STATISTIQUES

2.1 Expression des moments

Les propriétés suivantes décrivent le comportement au
premier et second ordre de la CWT du bruit :
E{C (a.T)}=0 Va,t (4)

E{C, (a,.T)NC(a, t))y=pnla,.a;, t,~T,) (5)
n(u ., a,, tya pour transformée de Fourier, en accord avec la
formule des interférences de Blanc-Lapierre :

Ma,,a,, fY=+a,.a;. S (fIe (a FIe(af) (6}

Z4

De Eq(5) se déduit la variance :
Var{Cx(a,r)}=fRx(u)ky(u/a)du (7)
R

~5,(0) quand g-—-w

olt: Ry(u)= [, ¥ () W¥(t+u)dtest lafonction de corréla-
tion de ondelette.

Il est intéressant de remarquer que cette variance est
asymptotiquement constante dans le plan (a,T) pour de
grandes valeurs de a, alors que amplitude de la signature

augmente comme & ' ’%,

2.2 Expression du rapport signal a bruit

Le gain apporté par une telle décomposition par rapport
a I'espace de départ apparait nettement dans la formulation
du nouveau rapport signal a bruit (SNR) :

@)
Ve D= o (@)

v(a)~am?®.a.|1,(0)|2/S,(0) VT  (8)

En effet, les performances de détection vont augmenter avec
Iéchelle, jusqu’a atteindre la borne imposée par la longueur
de la fenétre d’analyse.

2.3 Choix de la base d’ondelettes

Le choix de P'ondelette optimale selon le critére de
maximisation du rapport signal a bruit fait apparaitre la classe
de solutions des fonctions de module constant sur 'ensemble
de l'intervalle (Borne de Schwartz atteinte pour la colinéarité
de set yp).

D’autre part, certaines propriétés de symétrie sont
désirables pour 'ondelette, de fagon a obtenir un estimateur
de position ¢ , non biaisé : par exemple, les ondelettes de Haar
ou Morlet sont telles que | 7,(t) | est maximum pourt = O,

L’ondelette de Haar remplit ces deux conditions dans
le cas d’un saut abrupt de moyenne, et nous lui préterons une
attention particulire dans nos simulations. Par contre, des
sauts en erf, arctan, polyndmes nécessitent le calcul de la
nouvelle classe optimale d’ondelettes.

3. PERFORMANCES DES DETECTEURS
3.1 STRATEGIES DE DETECTION

Présentons tout d’abord les diverses approches envi-

sagées en matiére de détecteurs :

- L’approche la plus simple consiste a seuiller une coupe
en échelle de la CWT selon Eq(2) et (3). L’échelle est choisie
assez grande de maniére a garder un SNR €levé sans toutefois
dépasser la distance qui sépare la discontinuité des bornes de
la fenétre d’observation (SNR maximum).

Le seuillage peut également sc faire a partir d’une
somme de ces coupes, car le détecteur bénéficie alors d’in-
formation de 'ensemble du plan (temps, échelle). Il est en
particulier possible d’obtenir un écart entre les échelles qui
respecte Pindépendance des C,(a, T) Pour cela, on s’inté-
resse au rayon de corrélation r que donne Eq(5) et (6), car les
filtres d’ondelettes pris pour des échelles séparées de plus de
r sont pratiquement orthogonaux.

D’aprés Eq(8), la cone de la discontinuité va pour de
telles échelles émerger du bruit transformé.

- L’approche optimale du filtrage adapté utilise la
connaissance de la signature de la discontinuité
~Jaly(~t/a) ainsi que la DSP du bruit transformé
aS.(f).1¢(af)|? pour une coupe donnée. Notons que
Pavantage du bruit blanc est perdu lors du filtrage introduit
par la CWT, ce qui complique quelque peu les calculs. D’autre
part, des difficultés s’ajoutent dies a 'hypothése ot S, (f)
est inconnue ou a Pirréalisabilité du filtre adapté.

Une méthode sous-optimale est alors envisagée, basée
sur la corrélation de la CWT du signal avec le modéle composé
de la signature 1- ou 2-D respectivement, et fonction unique-
ment du temps :

T (t)=/gC,(a.l).M(a,T-t)dt (échelle fixée)
ou: r,(r)=szcy(a,t).M(a,r—t)aadz (9

avec: M =C,
3.2 ETUDE DES PERFORMANCES
3.2.1 Variance des détecteurs

L’étude du détecteur formé d’une coupe de la CWT a
a = a,passe par la théorie statistique de la variable aléatoire



C «,(a,) pour Iindice temporel j allant de 1 & m [Eq(2)), de
moyceae nulle et variance o, [Eq(4) et (7)].

Cette variable aléatoire est gaussienne pour X gaussien
d’aprés la propriété suivante : une intégrale de la forme
1(t)=f F(OHK(.t)dt ou f(t) est gaussien et K(!,T) un
noyau eontinu a deux variables, conserve le caractére gaussien.
Il en est de méme pour les autres détecteurs car ils mettent en
ocuvre des opérations linéaires. -

Par contre, la relation d’'indépendance temporelle de la
séquence de x initiale n’est pas maintenue pour lesC, (a ), et
Pétude des performances doit tenir compte de la matrice de
covariance entre les différents échantillons.

Pour la somme des coupes :

ch/(ak)= Zésl(ak)+ Z Cx/(ak)

avec %C x; (@) centré et de variance :

sar{ . Cxf @)= Lot 5

kolgry

W(atg, @,.0)

Le cas particulier d’'un écart entre les échelles supérieur au
rayon de corrélation r va entrainer l'indépendance et la
variance ci-dessus va se limiter au premier terme.

Le corrélateur 2-D [,(t)=T,(t)+ T ,(T) est égale-
t de variance [Eq(9)]:

uar(r‘(t)}=ffzp(a.a’.t-t‘).M(a.r-t).M'(a’.t—z')dadlda’dl’

3.2.2 Probabilités de fausse alarme
et non détection

Les caractéristiques des détecteurs en terme de pro-
babilités de fausse alarme (pfa) et non détection (pnd)
découlent de Papplication du test de Neyman-Pearsbn pour le
cas normal 4 n dimensions.

Précisons tout d’abord quelques notations, pour le cas simple
du détecteur constitué d’une coupe de la CWT :

les échelles sont (a,),., ,, etlesinstants (¢,),.,

C ,et M sont respectivement les échantillons du plande laCWT

et de la signature du saut.
€ (a)=C, (@)

l..m

M(a)=-ama'?.1, (a)
/ Jj=l...m

c,=C,a),., . (10)

M=M(a‘)”]“_n (11)
C . (a)suit une loi N(O, p(a))
La matrice de covariance p( a )définie par :

p(ay= {E[Ch(a)'c;/‘(a)]}

L j=l...m

est A symétrie hermitienne, ou symétrique réelle dans le cas

de variables réelles, notamment pour I'ondelette de Haar.
On définit également la matrice p(a;, a;), ;., ,par:

Hela,a,)= {E[Cyk(a‘)'c;l(a/)]}k.l-L..m (12)

C,suit alors une loi N(0,p) avecpt,; = u(a, . &;), ;o1 .o
jLest aussi a symétrie hermitienne (ou symétrique réelle).
Des variables complexes aménent les modifications :

o u(a)=p (a)+ip(a)
et de méme pour C,(a)et M(a).
u(a)est une matrice carrée m* m qui satisfait les hypothéses
d’une distribution normale complexe multivariée, & savoir
wla)=p(a)etvzeC™ z"uz20,
c,r ()

suit une loi
C)’t (a))

Par conséquent, C,(a)= (

N(M(a).in(a))ou:

— M, - A(a)
re (B ) o (11

- (a ))
p(a)

Des propriétés énoncées ci-dessus, il s’ensuit que p(a)est
symétrique réelle, ce qui nous rameéne au cas de variables
réelles, en nombre double.

Soientenfin L(C,/C,)et L(Cy/0)les densités de probabilité

deC  respectivement en présence et absence de signal [Eq(10),

(11) et (12)] :
We-uz‘(fy-m)ﬁ"(fy-m

2 n m*n
Une relation similaire vaut pour L(Cy/0)en supprimant M.

Le test s’écrit :

L(C,/C)=

L_————(E’/E‘)m( fa)
L(C,/0) P

Soit : .

- 1 ———
Mpu le>d=lnk+§'Mp M

A pfa fixée, la difficulté de choix du seuil d augmente en raison
de la muitiplicité des variables :

d=fl@dy ot pe Ly BT

La variable aléatoire ainsi obtenue suit une loi normale & une
. . —=-177 N . s e s
dimension avec 6% =' Mp M, d’ou dérivent les caractéristi-

ques classiques :

a3l -]
o ()|
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4, RESULTATS DE SIMULATION

4,1 Détection par CWT

Nous donnons ici Pexemple de la CWT sur 2048
échantillons d’un saut de moyenne i la date 800 et de SNR
Am/o%égala-10dB, ceci pour Pondelette de Haar de support
80. La figure 1 décrit Pévolution de I'abscisse du maximum en
T(T..) de coupes de la CWT a échelle donnée, d’une part pour
le module de la transformée (|JCWT|), d’autre part pour le
filtrage adapté 4 chaque coupe (|FA2D|).

o
sy N //\\
Bw“—-~-;\'v'~7—<-—4———/‘/ ————— R et e T

7% \ /"

b) s /_A:,.,/" ______________ [

794

Fig.1: abscisse du maximum en T (échelles 3 4 7.5, pas 0.5)
a) [CWT|
b) |[FA2D|

Les résultats des détecteurs 2-D de la somme des coupes en
¢€chelle ainsi que de la corrélation bi-dimensionnelle sont
présentés fig.2. Notons qu’il est plus difficile de remplir la
condition d’un écart entre échelles supérieur au rayon de
corrélation donné par la covariance (fig.3) pour I'ondelette de
Haar que pour celle de Morlet. Cependant, la redondance
d’information dont bénéficient ces détecteurs semble tout &
fait profitable.
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Fig.2: détecteurs 2-D (abscisse du maximum en )
a) Somme des coupes en échelle de |CWT| (t=796)
b) Corrélation 2-D (t=815)

Fig.3 : module de la covariance (échelles 2 %3 2%
a) Haar
b) Morlet

4.2 Comparaison avec les méthodes classiques

La figure 4 est obtenue en appliquant au méme signal
le filtrage adapté i.e. une simple intégration et Palgorithme des

sommes cumulées [2] :

zsub)'a

Fig.4 : méthodes classiques de segmentation
La détection a lieu 4 Pinstant ©

a) Intégrateur (seuil=100, T =021)

b) Sommes cumulées (seuil=40, T =922)

5. CONCLUSION

. AN

Cet article développe les propriétés de la transformée
en ondelettes continues pour le probleme particulier de la
détection d’'un changement abrupt de moyenne d’un processus
stationnaire. Parmi les résultats figurent la recherche de
Pondelette optimale qui maximise le SNR, la description de
diverses stratégics de détection, et, moyennant le calcul de la
covariance dans le plan (temps, échelle), les expressions des
probabilités de fausse alarme et non détection.

Diverses simulations ont mis en évidence des perfor-
mances comparables pour ces détecteurs, avec une préférence
pour les détecteurs 2-D, et ont montré que la CWT est un outil
puissant, méme pour des SNR trés défavorables.

En perspective, une comparaison précise avec les
algorithmes classiques prendra en compte le critére du retard
a la détection. Egalement, il sera intéressant d’appliquer les
méthodes des ondelettes & des sauts non abrupts, et de
§’attacher a évaluer leur robustesse.
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