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RESUME

On étudie le comportement asymptotique des détecteurs décen-
tralisés composés de deux capteurs en paralléle et d’un fusionneur
sans observations. Pour cela on calcule les vitesses de décroissance
des erreurs de type I et Il 4 ’aide de formules de Chernoff. Pour le
critére de Neyman-Pearson, les formules des vitesses de décrois-
sance des erreurs sont établies, & la fois pour le test utilisant la
reégle de fusion du OU et du ET logique. On montre de cette facon
que la régle OU et la régle ET sont respectivement préférables
aux petites et aux grandes erreurs de type I. Un modéle Gaussien
est présenté, qui confirme ces résultats.

1. INTRODUCTION

Le domaine de la détection décentralisée, [TS81, Tsi88)], qui
a donné lieu a une importante littérature depuis ces dix der-
niéres années, se propose d’étendre les résultats classiques
de détection en abandonnant le postulat de la centralisation
des traitements. Dans ce cadre, et en dehors de la recherche
théorique et pratique des tests décentralisés optimaux, un
travail important devrait étre consacré au développement
d’outils mesurant les performances des détecteurs décentra-
lisés par rapport aux détecteurs centralisés. Une approche

possible & ce probléme, qui est utilisée ici, est de justifier -

’usage de certains tests par leurs propriétés asymptotiques,
au moyen des outils de la théorie des grandes déviations.
Une modeste contribution allant dans ce sens est proposée,
ol on retrouve simplement des propriétés qui sont connues
par ailleurs sur les tests décentralisés a deux capteurs.

2. MODELISATION STATISTIQUE DU
PROBLEME

On suppose un probléme de test d’hypothéses simples {Ho,
Hy} sur des v.a. bivarides X; = (Xi1,Xi2), ¢ > 1, 3 va-
leurs dans X = X; x Xs. Les X; fornlent une suite i.i.d,
X; ~ P; sous Hj, j = 0,1. On suppose de plus que X;,
et X; 2 sont indépendantes conditionnellement a toute hy-
pothése, i.e. P; = P; 1@ Fj 2 si Xy i ~ Pj; sous H;, i=1,2,
On suppose que le modéle statistique de chaque observation
est homogeéne!. On pose Pj; = fj;.pi,i=1,2, 7 =0,1, o0
; est une mesure dominante. L’optique choisie est asymp-
totique: on note X™ le n-échantillon global (Xi,...,Xn) et
XP = (X1,4,...,Xn,i) le n-échantillon local, i = 1,2. Deux
suites de tests sont envisagées. Le test centralisé est une suite
(Yen)n>1 de régles de décisions, de X™ dans {0,1}, définies
par z" +> U, = Yc,n(z"). Le test décentralisé est

1j.e. les lois locales sont équivalentes
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une suite (¥n,0,7n,1,¥n,2)n>1 de triplets de régles de déci-
sions. Les régles 75, ¢ = 1,2 vont de A7 dans {0,1} et
les régles 7,0 vont de {0,1}? dans {0,1}. L’évaluation de
la décision avec le test décentralisé se fait selon le méca-
nisme décrit sur la figure (1), soit %qn = Tn,0(Un,1, Un,2), OU
Un i :7n,i(z?)) i=1,2. ’

Le critére choisi est celui de Neyman-Pearson pour les deux
types de test, pour lequel on cherche & minimiser les er-
reurs de type II, 8, = Pi[U, = 0], lorsque les erreurs de
type I, an = Po[U, = 1], sont bornées supérieurement par
ay € (0,1), suite fixée a priori de niveaux convergeant vers
zéro. Pour étudier et comparer deux tests, on va comparer les
comportements asymptotiques des suites d’erreurs des deux
types pour chaque test, ceci & ’aide des outils fournis par la
théorie des grandes déviations. Plus précisément, ayant vé-
rifié la décroissance exponentielle des erreurs des deux types
pour chaque test, on fixera pour les deux tests une suite de
niveaux exponentiels,d ’aide d’une vitesse de convergence
a > 0, et on comparera les vitesses 5 de décroissance des
erreurs de type II. Un test 7} sera uniformément supérieur a
un test 7% si, pour tout «, il fournit une vitesse #; > Ba. Bien
entendu, les suites de tests comparés doivent étre optimaux
pour les niveaux «, imposés: nous présentons maintenant
la structure des tests centralisés et décentralisés optimaux
pour ces niveaux.

3. STRUCTURE DES TESTS CENTRALISES ET
DECENTRALISES OPTIMAUX

En détection centralisée, on sait, [Leh86], que les tests opti-
maux au sens de Neyman-Pearson sont les tests de rapport
de vraisemblance (r.d.v.). Pour un niveau «, ces tests seront
ici déterministes et peuvent étre écrits



166

Figure 1: Architectures centralisée (pointillés) et décentralisée
de détection.
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En détection décentralisée, on montre, [BLC93, WW92], que -

dans la classe (& priori sous-optimale) des stratégies décen-
tralisées & randomisation indépendanie, et sous I’hypothése
supplémentaire? que les r.d.v. des observations locales X, ;
sont sans masses ponctuelles sous chaque hypothése, que les
stratégies locales de décision 7, ; qui sont optimales sont des
tests de r.d.v. locaux, i.e.

Un,i:l
1 o f
. - lvi . . —
Yot ;log [fo,i (Xk,z)] za,i=12n>1 (1)
Upi=0

>

On montre également que la régle de fusion optimale, v, o
est une régle booléene monotone (au sens de l’ordre partiel
naturel sur {0, 1}?), donc soit le OU soit le ET logique dans
notre cas.

4. VITESSE DE CONVERGENCE DES
ERREURS DANS LES TESTS DE
VRAISEMBLANCE

La théorie des grandes déviations donne le moyen, par les for-
mules dites de Chernoff, d’étudier le comportement asymp-
totique des erreurs de type I et II dans les tests de r.d.v.
Plus précisément (cf. [Dac79a, Dac79b]), pour un test qui
s’écrit sous la forme (1) (en omettant 'indice ), et en po-
sant Zy, = log f1/fo(Xx) et Sp =3 71 Zr on a

Ya > —K (P, P1), Iim%log Po[Sn > n.a] = —hz(a). (2)

La fonction hz est la transformée de Cramer (t.c.) de la
loi de Z; prise sous Hy, qui est définie comme la duale de
Legendre de 9z, la fonction génératice des cumulants (f.g.c.)

2que nous ferons dans tout ce qui suit

de Z (toujours prise sous Hp). Les formules de définitions de
la f.g.c. et de la t.c. sont respectivement
Yz (t) = logEo[exp tZ] [a.t - Pz(t)].

et hz(a) = sup
tap(t)<oo

La formule (2) est non triviale pour un seuil sufisament élevé,
ce qui explique l'intervention de la distance de Kullback de
Py et Py, K(Py, P1), qui n’est autre que la moyenne sous Hy
de Z;. Le cas particulier des tests de r.d.v. permet d’écrire
simplement la vitesse de décroissance exponentielle des er-
reurs de type II lorsque le seuil du test est fixé égal a a.
Celle-ci1 vaut

B=a—a, Va< K(P, ).

Les résultats que nous venons de rappeler permettent d’énon-
cer une philosophie possible de comparaison de deux tests
Ty et Ty au moyen des grandes déviations:

(1) Fixer pour T3 et T, une vitesse de type I égaie 4 o > 0,
(i1) en déduire les seuils a; et ay nécéssaires sur chaque test,

(iii) comparer les vitesses de type I §; et 32 associées a ces
seuils.

Un ordre (partiel) peut ainsi étre établi entre tests: T} sera
uniformément supérieur a 75 si, pour toute valeur de &, on a
1 > (2. Dans notre cas ce principe est 1égérement modifié,
puisque on doit régler deuz seuils pour un test décentrali-
sé. Nous passons maintenant & I’application de ces idées &
I’étude des tests décentralisés.

5. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES
DETECTEURS DECENTRALISES

Le but de ce paragraphe est de montrer que 'on peut sim-
plement quantifier le comportement asymptotique des détec-
teurs décentralisés utilisant le OU et le ET logique. Dans la
classe des détecteurs utilisant le OU et dans celle utilisant le
ET, on sait que I’optimalité au sens de Neyman-Pearson® est
obtenue pour des tests & r.d.v., ce qui permet d’utiliser un
principe de décroissance exponentielle des erreurs sur chaque
capteur. On peut donc écrire, tout d’abord pour le OU, en
notant a, = Po[Up o =1] et an; = Po[Up; = 1], 1= 1,2 et
en remarquant que a, < ap 1+ o2

max{on 1, 0n 2} < @p < 2.max{on 1,00 2}

Ce simple encadrement permet d’aboutir, aprés un calcul
élémentaire et sous réserve que chaque test possede un seuil
correctement réglé, a la formule

.1 .1 1
lim = log o, = max{lim = log ., 1, lim = log &, 2}
n n n n n n

Pour Derreur de type II, la méme démarche conduit, avec
des notations évidentes, &

ﬂn = ﬁl,n-,@Q,n

puis

3avec les hypothéses mentionnées au début, et en se restreignant &

la classe des détecteurs & randomisation indépendante



1 ! 1
hrrln -~ log B, = hyinﬁ log Bn,1 + hr{n; log Bn,2-

Un raisonment en tout point identique donne des formules
analogues sur le test ET, de sorte qu’on peut résumer ces
résultats sous la forme suivante, oll gy, Bou €t Qet, Ber sONt
les limites précédentes, qui représentent les vitesses de type
I et II du test OU et ET respectivement

0ou = min{ay, oz} et = 01+ @2

Bou

I

B+ B Be: = min{f1, L2}

(3)
Les formules données par 1’équation (3) sont valides pourvu
que le seuil a; de chaque détecteur local soit compris entre
—K(Poi, P1;) et K(P1, Po;). On verra au paragraphe sui-
vant que les tests décentralisés asymptotiquement optimaux
vérifient bien de telles conditions. Ayant montré que les dé-
tecteurs OU et ET satisfont & un principe de décroissance
des erreurs des deux types, selon des formules simples, nous
pouvons passer a la comparaison de ces tests.

6. COMPARAISON DES DIVERS
DETECTEURS

Reprenant les idées du paragraphe 4, nous allons succes-
sivement comparer les performances asymptotiques du test
centralisé avec le test OU et le test ET, puis comparer entre
eux ces deux tests. Un résultat préliminaire intéréssant est
le suivant

Proposition 1 Soit « une vitesse de décroissance de Uer-
reur de type I, —K(Po, P1) < a < K(P1, Po), fizée d priori
dans le test centralisé.

(i) Sia > min{K(Pl,l,Po,l), K(PI,Z,PO,Z)}; il n’existe pas
de test OU ayant une vilesse de type I égale d a,

(ii) il existe toujours un test ET réalisant la vilesse o de
type L

Preuve: On utilise les propriétés des f.g.c. de Z, Z; et Z;
et de leurs duales (les t.c.), telles quelles sont présentées
dans [Dac79b]. Pour le point (i), en notant o;(a;) la vitesse
de type I sur le capteur ¢ et a,y, (a1, az) celle du test global, on
a ai(a;) < K(P1, Pos) Yai, i = 1,2. L’hypothese de la pro-
position implique & > min{K (P11, Po,1), K(P1,2, Po,2)} >
min{oy, a2} = @ou(a1,az2), Vai,as. Le point (ii) est direct,
car aq(ar, az) = a1(ar)+as(as) et K(Py, Py) = K(P1,1, Po,1)
+K (P13, Po2). O

La proposition (1) indique que les vitesses de type I trop
élevées sont irréalisables avec le test OU. Dans la plage ou
on peut comparer les tests T. et Tou et Te et Toy, il est
intéréssant de vérifier que le test centralisé est uniformément
meilleur. Nous donnons une démonstration de ce fait dans
le cas ot Pj; = Pj3, j =0,1. La preuve du cas général est
une généralisation qui doit s’obtenir sans grandes difficultés.

Proposition 2 Dans la plage des valeurs de o ot Toy el
Te: peuvent étre comparés & Te, et st B(a), Bou(a) &t Bes(cx)
sont les vitesses de type II des tests centralisés OU et ET,
on a Boule) < Bla) et Bet(or) < B(cx).

Preuve: On donne la preuve dans le cas particulier ou Pj ; =
Pj2, j = 0,1, la preuve générale s’obtient de fagon ana-
logue. On montre d’abord que Be:(a) < f(a). Comme Pj; =
Pjs, j=0,1,0navz, =¥z, =v¥/2. Une simple construc-
tion géométrique montre que, si a est le seuil de T, (i.e.
a(a) = a), a1 = a3 = a/2 convient pour obtenir ae =
a; + a3 = 2.a/2. La vitesse de type II correspondante est
Bei = /2. Pour tout autre couple (o}, ob) t.q. o) + o) = @,
on a B ou By < B/2, donc fF., < B/2. Le meilleur test
ET de vitesse de type I « est donc de vitesse de type 1I
ﬁet = ;8/2 < :B

Pour le test OU, on remarque que la situation a3 = a2 = «
est optimale. En effet, notant 3;, 82 les vitesses associées a
@1 = ag = «, on remarque qu’une modification de a; (ou
az) en o (ou ah) ne change pas aou mais diminue la vi-
tesse de type II: B8, = 81 + B2 < B1 + B2. Finalement, en
réglant le seuil a; = ay de T,y on voit qu’il est nécéssaire
d’avoir a; = az > a/2 (associé & o/2 < «). En augmen-
tant o on diminue nécéssairement 3, donc B = B2 < B/2 et

ﬂou:,@1+ﬂ2 <ﬂ- o

Bien entendu, la sous-optimalité asymptotique des tests dé-
centralisés est évidente, puisqu’elle est vraie & distance finie.
Cependant, il faut bien voir que ’optimalité asymptotique
qui nous intéresse n’implique pas nécéssairement une opti- -
malité & distance finie: il se peut que les réglages des seuils
décentralisés asymptotiquement optimaux ne correspondent
pas 3 des seuils optimaux pour les n finis. Mais surtout, Iin-
téret de la preuve réside dans la compréhension du fonctio-
nement asymptotique des tests décentralisés, dont on peut
espérer se servir pour démontrer d’autres résultats.

On peut se demander si Topy est supérieur & T,; sur une
plage de vitesses de type I. Le réle symétrique en o, 8 des
équations (3) laisse présager un tel résultat. C’est bien ce
que confirme la proposition suivante.

Proposition 3 (i) Pour des vitesses o de type I sufisam-
ment petites, Tpy est supérieur d Tey. Il est méme asympto-
tiquement équivalent & T, lorsque o tend vers zéro. (ii) Pour
des vitesses o de type I sufisamment élevées, T,y est supé-

rieur 4 Tpy; on a équivalence de Ty et Te lorsque o tend vers
K(Py, Py).

Preuve:(i) Si a — 0, il est clair que les vitesses a3, a2 du
test OU de méme vitesse tendent vers zéro. Donc les vitesses
locales 81, B2 tendent respectivement vers K(FPo 1, P1,1) et
K(Po,2,P1,) et Pou = 1 + B2 tend vers 8 = K(Po, P1), qui
est aussi la vitesse de type II du test centralisé. Par contre,
la vitesse de type II de Ti; tend vers min{K (P, P1,1),
K(Po’z,Pl’z)} < K(Po,P1). (11) Sia— K(Pl,Po), on a
nécéssairement «; — K(P1i,Poi), ¢ = 1,2 pour Tet et
Bet — 0, qui est bien la vitesse de type II du test centra-
lisé. Par contre, comme on I’a vu, le test OU est innefficace
dés que o > min{K(Pl,l, P0’1),K(P1’2,P0)2)}. ]

La proposition (3) est intéréssante, puisqu’elle justifie, par
un point de vue asymptotique, le fait que le test OU est
meilleur que le test ET aux faibles erreurs de type I. C’est
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bien le phénomeéne observé en détection décentralisée au sens
de Neyman-Pearson sur les courbes C.O.R. des stratégies a
randomisation indépendante. On peut méme penser raiso-
nablement qu’il existe une vitesse g t.q. Gou(a) > Bet(a)
sur o < g et Bou(a) < Be(a@) sur o > ag. Clest ce que
confirme 'exemple suivant.

7. ETUDE D’UN MODELE PARTICULIER

On a choisit un modéle Gaussien, ol on suppose que les
changements d’hypothése sur chaque capteur sont associés
a des changements de moyenne, soit

ou

w1 of 0

et ' =
\ mi2 ) 0 o2

m; = ,12>1,57=0,1.

Le calcul des vitesses de type II en fonction des vitesses
de type I passe par celui des f.g.c. et des t.c. associées. On
obtient aprés calcul

Yz(1) = ¥z, (1) + ¥z,(t), ot Pz,(t) = K t.(t - 1)

(mi,; —mg,)?
K=
202

?

= K(Po’i, Pl,i)y 1=1,2.

Les t.c. associées sont

hz(a) = gﬂ:—kfgﬁ pour |a] < K = Ky + Ko = K(P,, P1),
hz(a;) = L%ﬁ pour |a;| < K;, i =1,2.

Les courbes () obtenues pour T, Ty et T.: selon le prin-
cipe décrit au paragraphe (4) et en accord avec les équa-
tions (3) sont (on suppose K; < K»)

La figure (2) permet de vérifier les résultats du paragraphe 6
et confirme 1’idée d’une valeur o départageant le test OU
du test ET. On vérifie également que le test ET est limité
en vitesse de type II aux faibles vitesses de type I et que le
test OU ne peut réaliser de trop grandes vitesses de type I.

Figure 2: Courbes #(«) pour les tests centralisé, OU et ET dans
un modele Gaussien. '

8. CONCLUSION

L’étude menée ci-dessus démontre ’intéret des outils de gran-
des déviations pour comparer les comportements asympto-
tiques des tests décentralisés. On a pu, par cette approche,
donner une justification théorique d’un résultat connu par
ailleurs: aux faibles erreurs de type I, la régle du OU est
meilleure que celle du ET en détection décentralisée. Outre
une extension des propositions énoncées a un cadre statis-
tique plus large, une prolongation intéréssante de ce travail
serait ’étude des tests & quantifications M-aires (M > 2) et
la comparaison de plusieurs architectures de détection (tan-
dem, série, mixte). On pourrait également comparer les ré-
sultats donnés par une approche asymptotique au sens de la
contiguité, par exemple a ’aide de ’efficacité asymptotique
de Pitman.
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