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RESUME

Cette communication propose une méthode pour
engendrer un signal aléatoire qui peut étre
considéré comme I'échantillonné d'un signal
stationnaire au troisitme ordre a bande limitée,
vérifiant les hypothéses de Brillinger et
Rosenblatt. Nous insistons sur la différence des
effets de 1'échantillonnage appliqué aux signaux
stationnaires et non stationnaires. Nous discutons
les conséquences de cette différence sur
1'utilisation des algorithmes d'identification
fondés sur l'analyse des spectres d‘ordre supérieur.

INTRODUCTION

De nombreux algorithmes d'identification fondés sur les
statistiques d'ordre supérieur [2][3]{91(10] sont appliqués a des
signaux aléatoires obtenus en appliquant un filtre numérique a
une séquence d'échantillons indépendants. Une telle séquence ne
peut pas &tre interprétée comme étant le résultat de
I'échantillonnage d'un signal stationnaire au troisi®me ordre: Le
spectre d'ordre trois (TOS) de la séquence d'échantillons
indépendants a un module constant, il ne s'annule pas dans les
triangles ABC et EFG de la figure 1. Ceci contredit les
résultats de Brillinger et Rosenblatt [1] caractérisant les effets a
l'ordre trois de 1'échantillonnage sur les signaux stationnaires.
Par conséquent, les algorithmes d'identification de ce type
doivent étre utilisés avec précaution. Ce point sera discuté dans
le second paragraphe. Pour analyser les effets d'un algorithme
avant de traiter des signaux réels stationnaires, il peut &tre utile
de disposer d'un signal simulé qui puisse &tre considéré comme
le résultat de 1'échantillonnage d'un signal analogique
stationnaire au troisieme ordre. C'est ce que nous proposons
dans le premier paragraphe.

1. SIMULATION ET ECHANTILLONNAGE
DE SIGNAUX STATIONNAIRES A BANDE LIMITEE

Tout d'abord nous engendrons une séquence régulidre
d'échantillons indépendants 3 1a cadence At a priori différente de
la cadence d'échantillonnage, centrés et d'amplitude aléatoire
non gaussienne s(pAt). Ensuite nous construisons un signal 3
bande limité en filtrant cette s€quence par sinmt/nt pour
I'échantillonner 2 1a cadence 1:

z(t) = i s(pA{)MQét_) .
p=-ce T(t-pAt) )
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Fig. 1. Support du TOS d'un signal stationnaire 4 bande limitée
(ACDEGH) ; apres échantillonnage le support est la périodisation
carrée de cet hexagone : le TOS est nul en ABC et EFG.

1.1. Stationnarité de z(t)

z(t) est stationnaire au troisiéme ordre seulement si At<2/3. En
effet,

sin Tt(t-pAt)
T(t-pAt) )
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E{z(z(t)z(t")} =E(s’} (3)
Ty < sin 7(t-pAt) sin w(t'-pAt) sin w(t"-pAp) '
pmeo  T(-PAY)  W(t-pAt)  m(t"-pAt)

La transformée de Fourier de E{z®)z(t)z(t")} est

Ra(u,v,w)=E{S3}j J J >
= Jo S o @

X sin w(t-pAt)sin n(t'-pAt)sin x(t"-pAt)

n(t-pAt)  w(t-pAt)  w(t"-pAD)

x exp -j (ut+vt'+wt"ydtdrdt”.
En effectuant une translation sur t, t' et t",
Ra(u,v,w) = E{s*} Ha(w)Ha(v)Ha(W)

X i exp j (u+v+w)pAt,

P )

ol Hu(u) = 1 si lul<z et Ha(u) = 0 si lul>m. 6)
Donc
Ra(u,v,w) =0, @)
sauf silul,lvllwl<t et (u+v+w)At = 2gm, 8

oll q est entier. Si At < 2/3, Ra(u,v,w) # 0 seulement lorsque
q = 0 soit dans u+v+w = O et a l'intérieur du cube
- T<U,V, WL,

Dans ce cas, E{z(1)z(t)z(t"} est la transformée de Fourier
inverse d'une fonction qui est nulle en dehors du plan
u+v+w = 0. C'est donc une fonction invariante par translation.
Alors E{z(t+T)z(t+1)z(t"+7} est indépendant de 7T et z(t) est

stationnaire. Son TOS est la projection de Ra(u,v,w) sur le
planw=0:

Ba(u,v) = Ra(u,v,-u-v) = Ha(W)Ha(v)Ha(-u-v)E{s°}, ©)
non nul dans ACDEGH seulement.

Si At > 2/3, Ra(u,v,w) # 0 est possible pour q#0, Ra(u,v,w)
n'est pas nul en dehors de u+v+w = 0 et par conséquent z(t)
n'est pas stationnaire.

1.2. Effet de I'échantillonnage

Nous vérifions que les résultats de Brillinger et Rosenblatt [13
sur 1'échantillonnage des signaux stationnaires s'appliquent &
z(t). Soit z(k) obtenu en échantillonnant z(t) & la cadence unité.
Sa covariance d'ordre trois est

E(z(k)z(k)z(k")} = E{s’) (10)
« sin n(k-pAt) sin (k'-pAt) sin m(k"-pAt) '
p=e  W(k-pA)  m(k'-pAt)  w(k"-pAt)

Elle a pour transformée de Fourier

R(u,v,w)=E(s i i i i

k=-oo k'=-oo k's-eo p=-oo (1D
X sin m(k-pAt) sin m(k’-pAt) sin n(k"-pAt)
n(k-pAt) m(k'-pAt) n(k"-pAt)

x exp -j (uk+vk'+wk").

La transformée de Fourier du signal échantillonné

sin (k-pAt)/n(k-pAt) est la périodisation de exp(jupAt) dans
-n<u<r. Par conséquent, R(u,v,w) est la périodisation cn u, v
et w de la fonction égale a

Ra(u,v,w) = E(s 2 exp j (u+v+w)pAt

p=-e (12)

dans le cube -n<u,v,w<r.

Si At < 2/3, R,(u,v,w) est non nul seulement dans u+v+w=0.
Alors, z(k) est un signal échantillonné stationnaire et son
TOS, B(u,v) s'obtient en projetant R(u,v,w) dans le plan
w = 0. C'est la périodisation de la fonction constante dans
ACDEGH et nulle dans les triangles ABC et EFG :

B(u,v) = Ra(u,v,w) pour -n<u,v<r, (13)
1.3. Exemple

La figure 2 montre log/B(u,v)! lorsque z(k) est calculé pour
At = 1/2. s(pAt) vaut (1-m)/m avec la probabilité 1/m et -1/m
avec la probabilité (1-m)/m (dans I'exemple m = 3).

Remarque : si B(u,v) est estimé a partir d'une seule séquence, il
est factorisable par construction ; par conséquent il ne s'annule
pas dans ABC. B(u,v) décroit de maniére significative
seulement quand on calcule des moyenncs sur plusieurs
sé€quences (ici 100.000 séquences de 128 échantillons).
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Fig. 2. module du spectre d'ordre trois de z(k) (échelle 10dB)



Cette fagon de simuler I'échantilionnage d'un signal analogique
stationnaire au troisi¢éme ordre permet d'illustrer le résultat de
Brillinger et Rosenblatt sur les effets de 1'échantillonnage [1].
11 est important de remarquer que lorsque At = 1, z(k) est aussi
un signal échantillonné stationnaire bien que n'étant pas
I'échantillonné d'un signal analogique stationnaire, mais d'un
signal analogique cyclo-stationnaire dont la période des
fluctuations statistiques est égale & la cadence
d'échantillonnage.

1.4. Remarque sur la qualité des statistiques du troisiéme ordre
des séquences pseudo-aléatoires

Notons que Ia qualité¢ médiocre des TOS obtenus en simulation
est due pour une part aux imperfections des générateurs de
nombres pseudo-aléatoires. Ces imperfections s'observent dans
la corrélation du troisi¢me ordre d'une séquence d'échantillons
indépendants s(p) engendrés aussi bien par un IBM RS 6000
que par un DEC 5500.

Fig. 3. Corrélation d'ordre 3 d'une séquence d'échantillons ps‘eudo-
aléatoires. On note un pic significatif en (-31,-3) et aux cing
points qui en sont déduits par symétrie

Cette corrélation présente des pics significatifs en (-31, -3) et
dans les cing autres points déduits de celui-1a par symétrie (fig.
3). On peut sans doute déduire les caractéristiques d'un
générateur de nombres pseudo-aléatoires en analysant ses
statistiques d'ordre supérieur.

2. SUR LES CONDITIONS D'APPLICATION AUX SIGNAUX
REELS DES ALGORITHMES D'IDENTIFICATION HOS

2.1. Stationnarité (test de Hinich [4])

Plusieurs algorithmes d'idéntification fondés sur les HOS
([21,[31,[91,[10]) supposent que ces HOS de signaux de sortie
de systémes échantillonnés soient factorisables en

B(u,v) = Gu)G(V)G(-u-v). (14)

Cette supposition n'est pas compatibie avec I'hypothése de
stationnarité du signal analogique sauf si sa bande est limitée
au tiers de la fréquence d'échantillonnage [5]. Si on envisage
d'appliquer une méthode d'identification fondée sur la
factorisabilité du TOS, il est nécessaire de savoir si le signal
analogique est stationnaire ou non, c'est a dire si le TOS est
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nul ou non dans le triangle ABC. Cette étude correspond au
test de Hinich de détection de transitoires [4]. Notons cependant
que la notion de signal transitoire doit inclure celle de signal
cyclo-stationnaire et que les signaux non stationnaires dont la
bande passante est inférieure au tiers de la fréquence
d'échantillonnage ne sont pas détectés par ce test [5].

2.2. Application des techniques d'identification aux signaux
stationnaires

Lorque le signal analogique est stationnaire, on peut adapter les
techniques numériques d'identification HOS de différentes
maniéres :

- On peut échantillonner a une cadence supérieure au triple de
la bande passante du signal; alors les signaux analogiques et
échantillonnés seront tous les deux factorisables 5] : on pourra
leur appliquer les algorithmes développés dans le cas des HOS
de signaux déterministes échantillonnés ou de séquences
d'échantillons filtrés numériquement (c'est a dire Ia plupart des
algorithmes traitant les données dans le domaine temporel
[2][3][91[10]); Cependant, ceci peut entrainer des difficultés
numériques car le TOS est théoriquement nul dans 66% du
domaine des fréquences.

- Lorsque le signal est échantillonné a une fréquence double de
la bande passante, B(u,v) s'annule dans ABC. Le probleme de
l'identification revient alors & factoriser

B(u,v) = Gu)G(v)G(-u-v)H(u,v), (15)

ou H(u,v) est la périodisation de la fonction égale a 1 dans
ACDEGH et égale 4 zéro dans ABC et EFG. Dans le domaine
des fréquences, les techniques sont celles qui ont été
développées initialement pour le traitement des signaux
analogiques [6]{8]. Dans le domaine temporel, il s'agit de
trouver f(k) tel que

r(m,n) =Y [, fRfk+p)k+q)] h(m-p,n-q)
Pa k (16)

ol r(m,n) est la corrélation d'ordre trois et h{m,n) est la
transformée de Fourier inverse de H(u,v), soit

pour m=n=0 : h(0,0) = 3/4 an

pour m=0; h(m,0) = h(0,m) = h(m,m) = 1-(-21) :
21'm?

I S

2? nm(m-n)

x[n D" - m D)™+ (m-n) (1™ L.

pour mn(m-n) # 0 : h(m,n) =

Par exemple une méthode d'identification itérative pourrait '
s'inspirer du schéma de la figure 4.

- Si le TOS est factorisable, il est possible de déduire sa valeur
dans ABC et EFG de sa valeur dans ACDEGH, ce qui permet
d'utiliser les algorithmes applicables aux signaux déterministes
: La valeur de la phase de B(u,v) dans ABC et EFG se déduit
des valeurs dans ACDEGH par une extension de la formule
proposée par Marron, Sanchez et Sullivan pour résoudre le
probléme du déroulement de la phase [7]. Si B(u,v) est
factorisable,
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B(u,m-u)B(v,x-u-v) )

phase B(u,v) = phase
B(u+v,m-u-v) (18)

Ainsi une valeur de phase B(u,v) dans ABC sc calculc a partir
de deux valeurs sur le bord de I'hexagone, phase B(u,n-u) sur
AC et phase B(u+v,m-u-v) sur EG et une troisi¢éme & l'intéricur
de ACDEGH, phase B(v,n-u-v). Cependant l'estimation de
phase B(u,m-u) peut soulever des difficultés d'ordre théorique ct
pratique.

Dans le cas ot il est possible dc controler les signaux d'entrée
(par exemple, en communication), on pecut utiliser un signal
non stationnaire constitué d'impulsions aléatoircs
indépendantes a la fréquence d’échantillonnage ct appliquer sur
le signal de sortie les algorithmes développés pour les signaux
-déterministes. Notons que la plupart des algorithmes
développés dans le domaine temporel ne s'appliquent
correctement que dans cette situation.

Rappelons que pour simuler un signal correspondant &
I'échantillonnage d'un signal stationnaire du troisi¢me ordrc a
bande limitée, on peut utiliser la méthode proposée au début de
la communication par exemple pour At=1/2:

oo

W)=Y spr2) Snrkp2)
= 2 o 19

ol s(pAt) est une séquence d'échantillons indépendants non
gaussiens. Alors, le TOS du signal analysé s'annulera ¢n
théorie dans ABC et EFG. Rappelons que la médiocre qualité
des générateurs de nombres aléatoires peut causer des difficuliés
supplémentaires.
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