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RESUME

L'objet de cette communication est la présentation des définitions
des outils d'ordre supérieur pour les signaux a valeurs complexes.
Dans un premier temps, nous présentons les multi- corrélations
et spectres pour les signaux stationnaires. Puis nous proposons
une approche pour le traitement des signaux non-stationnaires
basée sur les représentations temps-fréquences d'ordre supérieur
que nous construisons. Enfin, nous montrons comment réduire
la complexité de ces objets et déduisons de ces représentations
une méthodologie pour détecter des transitoires noyés dans du
bruit gaussien.

1- INTRODUCTION

Les Siaiistiques d'Grdre Supérieur (SOS) ont peimis ces dermitres
années Ia résolution de problémes jusque 12 insolubles a l'ordre
deux. Les SOS ont apporté une solution a la séparation de
sources en aveugle, a l'identification de modeles linéaires & non
minimum de phase, a I'égalisation et la déconvolution aveugle, a
la détection de couplages quadratiques de phase, ... . De plus, les
SOS sont présentes naturellement dans le filtrage non-linéaire.
Jusqu'a présent, ces SOS ont été€ étudiées principalement pour
des signaux & valeurs réelles. L'objet de cette communication est
de préciser les définitions des statistiques d'ordre supérieur pour
les signaux 3 valeurs complexes, dans un premier temps en
contexte stationnaire, puis en présentant un approche possible
pour les signaux non-stationnaires.

Une analyse a l'ordre 2 examine les liens statistiques entre les
valeurs 2 deux instants ou deux fréquences d'un signal. Ceci ne
fournit qu'une description incomplete des propriétés statistiques
du signal (sauf s'il est gaussien). Pour approfondir l'analyse, il
faut envisager les liens entre trois, quatre, voire plus d'instants
(ou fréquences). Soit donc x(¢) un signal aléatoire a valeurs
complexes dont nous supposerons l'existence des moments a
tout ordre, Nous définissons la multicorrélation de x(#) d'ordre p
+ ¢ par
MDC, 0= Cum[x(to),...,x(tp_l),x*(tp+l), ,x*(tp+q_1)]
ol t=(¢, ,...,tp+q_1) et oi Cum[.] représente 'opérateur cumulant

dont les principales propriétés sont :

- multilinéarité.

- nullité dans le cas gaussien sous réserve que p + g > 2.

- nullité si I'ensemble des arguments peut étre scindé en deux
sous-ensembles indépendants statistiquement.

Une analyse statistique de x(¢) a 'ordre N consistera donc en

I'étude des Cxp+q p(t) pour tout couple (p, p + q) tel que
- p+g<N. D'une fagon équivalente, I'étude pourra étre faite dans le

domaine fréquentiel. En remplagant les x(ti) dans la
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multicorrélation par leurs représentations de Cramer, nous
obtenons la définition du multispectre symétrique d'ordre p + ¢

PP
Y1

p-1
(2a)Ex’p+q'p(V) =] Cx,p+q’p(t)exp(-2m(i§,0tl.vl. - EE) tv))dt
] £ 3
(2b) Cum[dX(VO), ey dX(VpJ), dx (Vp)’ ., d4X (vp+q-1)]
= Zx,p+q,p(v)dv

ou v=(v,,...,V +q-1)' Dans un premier temps, nous allons nous

intéresser a l'influence de I'hypothese de stationnarité sur les
définitions précédentes, puis nous envisagerons les multi-
corrélations et spectres de différents types de signaux. Dans un
deuxieéme temps, nous leverons cette hypothese, et montrerons
comment définir des descriptions d'ordre supérieur de signaunx
non-stationnaires. Ceci sera effectué en construisant des
représentations pour des signaux déterministes, qui seront
étendues aux signaux alétoires. Enfin, nous montrerons que de
ces outils compliqués nous pouvons extraire des méthodologies
de traitement en prenant comme exemple la détection de signaux
transitoires noyés dans du bruit gaussien.

2- MULTICORRELATIONS, MULTISPECTRES ET
STATIONNARITE.

Dans ce paragraphe, nous commengons par étudier l'influence de
la stationnarité sur les multioutils définis précédemment. Dans la
suite, nous examinerons ce que deviennent ces outils lorsque le
signal appartient A certaines classes.

2.1 - Stationnarité.
Un signal est stationnaire strictement si toutes ses statistiques
sont invariantes par translations temporelles. Une propriété plus
faible consiste 2 envisager cette définition que jusqu'a un certain
ordre. Soit donc x(f) un signal stationnaire & 'ordre N. Il vient

B) Cppugp 8+ TV=C, 0 (Y 0.0) [ prg<N etV
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Cette derniere relation montre que la multicorrélation n'est plus
p+q dimensionnelle mais seulement p+g-1 dimensionnelle,
Posons par exemple

Yi=1,.,p-1 Ti=ti't0
Vi=p,..,p+tq-1 =l
qui permet de réécrire (1) sous la forme (en posant ¢ = tO)
@ Cx,p+q,p(T) = Cum| x(tz, x(t+ 1 P X+ Tp_l) ,
x(t-rp) x(t-?:+q1)]
ot T=(7,....,T ). On remarque que pour un terme non

P+q-1
con]ugué, le retard est ajouté a 'origine alors qu'il est retranché
dans le cas d'un terme conjugué. Ce choix est fait pour conserver
le théoréme de Wiener-Kintchine étendu aux ordres supérieurs.

Remargue : la définition ne permet pas de conjuguer le terme

). Mais, si 'on définit C’ T) comme (4) en conjuguant
x(?). Mai n définit ¢, o (0 @ jug

x(1), nous avons le relation C £p4q, ( y=C' e pap (‘E)
Notre définition permet donc d'attein re tous les cas powbles de
conjugaisons,

Considérons maintenant 1'influence de la stationnarité dans le
domaine de Fourier. En effectuant dans la définition (2) le
changement de variable déja utilisé pour la définition de
C (T), il vient
x.p+q,p T
)] (1) exp(-2in T°V)
p-1 p+g-1
exp[2int (v, + 2 v, - Z v, )dt,dT
i=1 i=p
o V' contient les fréquences v indexées de 1 a p+¢-1. On
retrouve ici la remarque faite 4 propos du théoréme de Wicner-
Kintchine : on définit le multispectre "stationnaire” de x(r)
d'ordre p + q par
LT
6 V) = 1) exp(-2it TV ) dT
© S,V =] Crprgp(® & ) a1
La relation entre le multispectre symétrique et le multispectre
stationnaire est alors obtenue en réalisant dans (5) la sommation
selon 1, Qui conduit a

ZeprgpV) = I Coprap

p-1 p+g-1
%)) Zx’p+q’p(v) =S, prq p(V )5(v + 121 v, - Z;" v.)

Ceci montre qu'en stationnaire, le multispectre symétrique ne vit
que sur 'hyperplan définit par

p-1 p+q-1

Vot v, - Z v, =0
N H
=1 i=p

appelé multiplicité stationnaire.
De plus il possible de montrer que le multispectre sur cet
hyperplan peut s'écrire selon

p-1 p+g-1
®) ’p+qp(v) = Cum[ X(- l_zlv + %}v ), X(v))
TR CANIS AURIIS & (AN

Remarques :
- dans ce qui a été présenté, nous avons choisi arbitrairement
I'instant t, comme instant de référence, ce qui a impliqué la

relation entre Vg et les autres fréquences. Il est bien évident que

n'importe quel instant peut &tre pris comme référence, et le role
de v, sera joué par la fréquence associée a l'instant choisi.

- les définitons précédentes peuvent bien siir s'appliquer aux
signaux a valeurs réelles. Dans ce cas, les termes conjugués
n'ont plus lieu d'apparaitre, et 'on aura

©) Cx,p(I) = Cum[ x(1), x(t + 'rl) s x(t+ Tp_l) ]

p-1
(10) (V) = Cum[ X(- Z v, ), X(v)), - X (v, )]
i=1
p-1
=Cum{X7C T v 0 X () s XV, )]

l._
qui sont les définitions classiques.

2.2- Signaux analytiques.
Un signal x(#) est dit analytique si sa transformée de Fourier
vérifie X(v) = 0 pour v < 0. Donc, examinant (8),

multispectre S (V) est non nul si l'intersection des
x.p+q.p
hyperplans (ou V' est maintenant noté V par simplicité)
p- pig-1
Dv, >0 Vi=1, .. ,p+q-1 et ii)- 3 v, + 2 v, >0
i=1 [=p

est non vide. Ainsi, dans le cas ¢ = 0 (i.e. aucun terme
conjugué), S (V) O car 'intersection de i et ii est vide.

Ainsi, pour des signaux analythues les multispectres ne
comprenant que des termes conjugués ou que des termes non
conjugués sont nuls.

2.3- Signaux circulaires [1}.
Une fonction aléatoire est circulaire strictement si toutes les
variables aléatoires multidimensionelles qu'elles induit sont
circulaires. Une fonction aléatoire est circulaire d'ordre a si les
variables aléatoires multidimensionelles de dimension inférieure
ou €gale a n qu'elles induit sont circulaires [1].
Pour des vecteurs aléatoires, une caractérisation de la circularité
est la suivante. Un vecteur aléatoire est circulaire si et seulement
si ses tenseurs cumulants (ou moments) comportant un nombre
différent de termes conjugués que de termes non conjugués sont
nuls [1,2]. Donc, la définition de la circularité des fonctions
aléatoires et 1a précédente caractérisation suffisent pour conclure
que Cxp+qp(’c) =0sig #p . Ainsi, pour un signal circulaire,
seules les multicorrélations du type Cx’zp p('c) sont non nulles.

2.4- Signaux modulés par des fréquences pures.
Soit un signal x(z) définit par x(t) = z() ¢ 2TVl o z(1) est
stationnaire. Dans le domaine fréquentiel, cette définition devient
X(v)y=2Z(v - vO). Notons que x(f) n'est pas strictement
stationnaire (il est d'ailleurs cyclostationnaire). Toutefois,
évaluons Sx (V) pour ce signal. II vient

p-1 p+q-1
(V) =Cum[ Z (- ZV +2v -vo),Z(vl-vo),

,p+qp P i
&
7Z(vp_1 -VO),Z (vp - 0)1 ’Z (VP"'(]'I-VO)]
Or, SZ P+f1P(v) est nul siv sort de la multiplicité stationnaire.
Ainqi pour que le multispectre de x soit non nul il faut
p+g-1 p-1 p+g-1
2v+2v-v0=~2(vi-v)+ E(v-
i=1 i=1 i=p

qui implique 1mméd1atemcnt que ¢ doit vérifier ¢ = p. Encore une

fois, Spo] p(v) est non nul si il comporte autant de termes
conjugués que non conjugués dans sa définition, De plus,

an Sx,2p,p(v) = stzp)p(v - VoD

Ainsi, x(f) n'est pas strictement stationnaire, mais certaines de
ses statistiques (ordre pair avec autant de conjugués gue de non
conjugués) sont "stationnaires”.



3- DESCRIPTION D'ORDRE SUPERIEUR DES
SIGNAUX NON-STATIONNAIRES

L'étude des statistiques d'ordre supérieur des signaux non-
stationnaires est motivée par certains problémes comme, 2 titre
d'exemple, la détection de couplage quadratique de phases variant
dans le temps. Nous allons montrer ici que l'approche des
représentations temps-fréquence bilinéaires peut-etre étendue aux
ordres supérieurs.

3.1- Distributions temps-fréquence d'ordre supérieur.
La construction de ces représentations est effectuée pour des
signaux déterministes. De plus, pour des raisons sur lesquelles
nous reviendrons, nous construirons ces outils en utilisant des
moments.Une forme générique que doit posséder une
représentation d'ordre supéricur est
12 R . &)= fr@, v, t)x(tl)...ic(tp) )
X (tp”)...x (tp+q) dt
Cette définition est évidemment inutilisable. Toutefois, il existe
deux propriétés qui permettent de la simplifier considérablement.
- invariance par translations temporelles : les représentations de
deux événements identiques apparaissant a des dates différentes
doivent &tre identiques, i.e.

(13) Rx(l-’t‘),p-)—q,p(t' V)= Rx(t),p+q,p(t -T,V) Vr

- invariance par translations fréquentielles : cette propriété est
plus délicate! En effet, nous avons vu au § 2.4 que Il'invariance
par translation fréquentielle dans le cas stationnaire requiert des
multispectres d'ordre pair, avec un nombre €gal de conjugués que
de non conjugués. Nous allons donc montrer comment  partir e
R (t, v) donné par (12) et des deux invariances nous

x,2p.p
pouvons construire des représentations utilisables. Toutefois,

notons que pour des ordres impairs, la construction que nous
allons faire est possible en envisageant des inter-représentations,
qui seraient les extensions au non-stationnaire des inter-
multispectres.

Mathématiquement, I'invariance par translation fréquentielle se
traduit par

W Ryexpinm,2pp® V) = Ranopp oV -0 VS

La section suivante est dédiée 2 la construction déductive des
représentations temps-fréquence d'ordre supérieur.

3.2- Construction déductive.
Les deux invariances invoquées précédemment se traduisent par
les relations (13) et (14). D'une fagon équivalente, ces propriétés

contraignent e noyau k(z, v, t) dans (12) a suivre
(152) k(t-1,V,t-11)=k(t,V,t)

p 2p

(5b)  k(t, V-f1,t) exp{-2inf ( X, 1i- X1 )} =k, V, 1)
i=1 i=p+1

(15a) montre que le 1a dimension temporelle du noyau peut étre

réduite de 1, et (15b) permet de déduire que le noyau ne dépend

des fréquences qu'a travers une exponentielle complexe [3]. Plus

précisément, le noyau peut s'écrire

2p
15,
1 Fe-5 i§1t‘ st gpl)

p 2p-1
exp{-2in( X vi (t; -t2p) - X vi (ti -t2p) )}
i=1 i=p+1
De plus, en posant
17y Vi=1,.,p T, =t -ty

j.LQ

17y Vi=p+l, ., 2p-1 T, =t -1y

a7 =2 zf
9 B=5-3 1
2P,'=1l

il vient

18) R, (V)= F(t-6,Dx(t)..x0 )x" (1, )..x" (12p)

exp{-2in TTV} dtdo
ol les arguments des x(.) sont laissés en t; par soucis de

lisibilité. Toutefois, ¢, peut étre obtenu en sommant
(17a,b,c), puis (17a,b) donnent les autres ;.
A titre d'exemple, la distribution d'ordre 4 est

x,2p.p

.o T 37.4+7,-T,
9 R, (t,V)=[Ft-6,T)e ™"V x0r —1-2-3
x,4,2 2
-7,-37,-7 T +T,+37. T.-T+T
x*(9+ 1 42 3)x(6+ 1 i 3)x*(9_ 1 z 3)(1’[(19

Notons que 8 défini en (17¢) représente le barycentre des temps
choisis. Ainsi, 1a fenétre F est centrée autour de ce barycentre, ce
qui est une idée légitime en non-stationnaire qui n'apparait pas en
stationnaire. L'expression (18) définit une classe générale de
représentations temps-fréquence d'ordre 2p que nous appelons par
extension classe de Cohen d'ordre 2p . Les éléments de cette
classe sont paramétrés par le noyau F qui définit les propriétés de
la représentation. Un exemple de ces représentations est la

distribution de Wigner-Ville obtenue en posant F(t, T) = &),
soit, a l'ordre 4

37, +7,-T. -7,-37,-T
172 "3, # 1-2 73
Q0) WV, 56 V)= [x(t+ — =" + ——=)
ST+ T, 437, T,-T,+T
x(t+ J*—i—z)x*(t - 1—%—-—3—) exp{-2in ’CTV} dt

3.3- Discussion. Cas aléatoire pour la distribution de Wigner-
Ville.
Le changement de variable (17) n'est pas fortuit, mais est justifié
par le fait que l'espérance mathématique du produit x(tl) x(tp)

¥ , . . .
X (tp+1) x*(t 2p) dans le cas aléatoire stationnaire donne la

multicorrélation basée sur les moments. Nous arrivons ici 2 un
point crucial. En effet, nous souhaitions retrouver la définition
des multispectres dans le cas aléatoire stationnaire en effectuant

un moyennage d'ensemble des Rx » p(t, V). Etant donné (18), il
est manifeste que nous ne pouvons aboutir aux définitions de

Sx 2 p(V) données au §2.1. Ainsi, nous pouvons définir le

multispectre de Wigner-Ville de deux fagons :
- prendre l'espérance de WVx 2pp(t, V) qui conduit & une

représentation basée sur les moments. Dans ce cas, les membres
de la classe de Cohen d'ordre 2p apparaissent comme des .
estimateurs de ce multispectre.

- remplacer le produit x(tl) x(tp) x*(tp+l) x*(t 2p) par le
sk s * *
cumulant associé, soit Cum[x(tl), s x(tp), X (tp +1), s X

2p) ]. Dans ce cas, un estimateur est obtenu par une
combinaison non-linéaire de membres des classes de Cohen
d'ordre inférieur 2 2p. Cette définition semble satisfaisante
puisqu'elle posséde de bonnes propriétés dues aux propriétés des
cumulants. Par exemple, en théorie, ce multispectre de Wigner-
Ville ne fait pas apparaitre d'interférence entre composantes
indépendantes d'un signal, et est insensible aux pollutions
additives gaussiennes. Toutefois, cette définition a le désavantage
(en est-il un vraiment?) de ne pas €tre basée sur une approche
déductive comme 1'est 1a premiere définition.
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Dans la suite, nous choisirons comme définition du multispectre
de Wigner-Ville celle basée sur les cumulants.

3.4- Réduction de complexité.

Une des propriétés souhaitées des représentations ou spectres
temps-fréquence d'ordre 2 est la bonne lisibilité. D'ailleurs, de
nombreuses applications utilisent ces objets comme descripteurs
et non comme quantificateurs. II est évident que la lisibilité des
représentations d'ordre supérieur est nulle!, notre vision se
limitant & Yespace. De plus, leur évaluation est gourmande en
temps de calcul et en place mémoire. Il faut donc trouver des
moyens de réduire cette complexité. Une possibilité est de
regarder certaines tranches de ces représentations (comme il est
communément fait pour les multicorrélations et multispectres)
[71. Nous proposons une approche différente, dont les racines se
trouvent dans le principe de contraction des tenseurs cumulants,
utilisé notamment par J.F. Cardoso en séparation de source et
traitement d'antenne utilisant les SOS [5]. Cette contraction
permet de réduire la complexité tout en gardant l'information,
Considérons

. T 37T 4+T,-T
@y wv,_, v =™V cumfx( + —25,
-T,-37,-T, ~T +T,+37T T -T,+T,
M+ =2 a2, e A an

Une fagon de contracter cet objet est de sommer (21) sur deux
fréquences, pour donner

QOWVC, , ,(t, v) = | Cum[x(t + %), S % )

Xt - 59,3 - DV gr

4 4
3.5- Exemple d'application.
Nous montrons ici comment dégager des outils complexes
définis précédemment une méthodologie de traitement en prenant
comme exemple la détection de transitoires noyés dans du bruit
gaussien. Une approche pour résoudre se probleme est présentée
dans [6] ou les auteurs estiment un bispectre 4 court terme (ou
bispectrogramme [3]) avant de construire une mesure dépendant
du temps en sommant sur les deux composantes fréquentielles de
I'objet (plus précisémment sur le module carré du
bispectrogramme). Nous avons montré [4] que leur méthode
s'inscrit dans le domaine d'application des représentations temps-
fréquence d'ordre 3, puisque le bispectrogramme est un membre
de la classe de Cohen d'ordre 3. Mais le bispectrogramme ne
respecte pas le support temporel du signal et nous avons proposé
d'utiliser une représentation qui possede cette propriété, comme
la représentation de Wigner-Ville d'ordre 3. De plus, nous
pouvons €étendre cette méthode a 1'ordre 4 pour obtenir le
détecteur théorique suivant

@)  do=[wv_, V) v
Ce détecteur a son équivalent dans le domaine temporel si 'on
remplace WVx 4 2(t, V) par sa transformée de Fourier inverse

(selon V) qui est appelée multicorrélation locale. La

méthodologie est donc la suivante : estimer une multicorrélation
temporelle et calculer la mesure a toute date. Nous avons
implanté ceci en prenant comme estimateur de la
multicorrélation locale d'ordre 4 le tenseur cumulant d'ordre 4
calculé recursivement [4]. Le tenseur est ensuite contracté sur lui
méme pour donner le détecteur. Un exemple est montré sur la
figure o un signal transitoire tr&s faible est noyé dans du bruit
gaussien (le SNR est d'environ de -10 dB et est évalué dans la
zone ol vit le transitoire). Pour cette valeur du SNR, Ie détecteur
d'€nergie est inutilisable alors que notre méthode permet la
détection.

4- CONCLUSION

Ce papier a présenté des définitions des statistiques d'ordre
supérieur des signaux complexes stationnaires et non-
stationnaires. Pour le cas stationnaire, une approche particuliére
a été prise pour conserver le théoréme de Wiener-Kintchine. Dans
le cas non-stationnaire pour lequel beaucoup d'approches sont
possibles, nous avons pris le parti d'étendre les idées du temps
fréquence d'ordre 2. Ceci conduit 2 des classes générales de
représentations, et nous avons montré  travers un exemple qu'a
notre avis, ces outils sont plus des aides a la définition de
traitements. En effet, leur complexité rend tres difficile leur
utilisation pratique. De plus, le probléme crucial de I'estimation
de ces représentations n'est pas abordé, mais nous pouvons étre
stir que les variances d'estimation limiterons leur utilisation.
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