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RESUME

Dans cet article, nous présentons un nouveau modele de
signal appelé ARPRO. Ce modele est & mi-chemin entre la
modélisation AutoRégressive et la modélisation de Prony. De
la modélisation AR, il a le faible cofit calculatoire et
Pestimation spectrale tandis que, comme un modéle de Prony,
il permet une reconstruction temporelle du signal. Il peut
s’appliquer sur tous les signaux proches de la classe de Prony.
Nous étudions sa distance au modele de Promy et son
comportement en présence de bruit.

1- INTRODUCTION

La modélisation de Prony est souvent utilisée dans
'analyse des signaux pour sa finesse d’analyse spectrale ainsi
que pour son aspect modélisation temporelle que ne posséde
pas la modélisation AutoRégressive (AR).

Dans un article précédent [1}, nous avons donné une autre
représentation du modele de Prony ; il peut €tre vu comme
une récurrence AR initialisée par p conditions initiales
calculées au sens des moindres carrés.

Nous présentons ici un nouveau modele, basé sur le fait que
les conditions initiales au sens des moindres carrés sont bien
approximées par les premiers points du signal. Nous étudions
la distance de ce modele au modele de Prony.

2- UNE AUTRE REPRESENTATION DU
MODELE DE PRONY
La modélisation de Prony [2] consiste i représenter un signal
par une combinaison linéaire d’exponentielles complexes. Soit
{x(n)}r-0.x-1 le signal original. Son modele de Prony,
{® pr (M)} oo n-1, S€crit :

"Z.Pr (n)’: ilbrnz:z (1)
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p étant Pordre du modele, {b,} et {z,} étant les

paramétres complexes correspondant respectivement aux
amplitudes complexes et aux poles du modele.

Nous avons montré qu'un modele de Prony d’ordre p est
strictement équivalent & une récurrence AR du méme ordre
initialisée par p conditions initiales calculées au sens des
moindres carrés et formant un vecteur noté 7 . [1].

D’autre part, larécurrence AR peut étre exprimée directement
en fonction des conditions initiales :

A

X =CL e (2)

P

A

X ,, €tant le vecteur modele de Prony ( N composantes) et

C une matrice ( p colonnes, N lignes) construite a partir
des paramétres AR {a;)} et des coefficients de la réponse
impulsionnelle {h,} :

n=0,...,N-

p-1
! j = h - - 3
j=0,,p-1 c(n,j) ;‘Zj n-k Q- 3)

Nous avons donc une stricte équivalence entre les deux
représentations, c’est-d-dire entre les deux jeux de
paramétres : )

(0.2) & (a.@)
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3-LE MODELE ARPRO

Pour les signaux proches de la classe de Prony, les conditions
initiales calculées au sens des moindres carrés sont bien
approximées par les premiers points du signal (voir les
exemples de [1]). Cette remarque conduit & proposer un autre
modele de signal, défini comme une récurrence AR initialisée
par les premiers points du signal. Ce modele sera appelé dans
la suite ARPRO car il ressemble & une modélisation AR et est
trés proche de la modélisation de Prony :

n= Os---,‘P“ 1 X appro (R) = x(n)

(4

nzp X arero ()=~ iakf arpro (R~ K)
k=

Ce qui peut s’écrire directement en fonction du vecteur des
p premiers échantillons du signal X | :

»

X asoso = CX, (%)
X arero Ctant le vecteur modéle ARPRO ( N composantes)

et C la matrice précédemment définie dans I'équation (3).
Nous allons maintenant étudier la distance entre le modéle de
Prony et le modele ARPRO.

4- DISTANCE PRONY-ARPRO

Supposons que 'erreur {€(j)} o, -, entre les deuxvecteurs

de conditions initiales soit centrée, de composantes non
corrélées et de variance 62, Soit {d(n)} -0 ~-: la distance
entre les deux modeles :

d(n)=x p ()~ X appro (M) (6)
En utilisant I'expression des deux modeles fonction des
conditions initiales (Eq (2) et (5)), 1a distance s’écrit ;

p-1
d(n)= IZDC(M)U we (J)=x(i)] (7)

Ainsi la distance inter-modéle est une combinaison linéaire
des erreurs entre les conditions initiales.
On en déduit aisément que cette distance {d(n)}.-o -1 €5t
centrée et que sa corrélation s’écrit :

p-1

E{d(n)d(m)}= ). e(n, j)e(n, k)E{e(j)e(k)}

j. k=0
p-1
=02 ) c(n. je(m, j) (8)
j=0
Ce qui produit donc des distances corrélées de variance :
D-1
oa(n) = E{d*(m}=10? ) c*(n,)) (9
=0

Or, on peut remarquer que :

p-1 p-2
c(n+1,j+1)= Z hnol—kak-/‘—l=zhn-1al—j
kST =y

(10)

=C(nvj)_hn-p*lap-l-i

Ne considérant ici que des modeles stables, on a:

h?,-0

n=-+w

Et par suite,

c?(n,0)=a?h? -0

n—+w
D’autre part,
ci(n+1,j*1)=c*(n, j)+hi .0l
- 2ap—1~jhu-p*lc(n' ])

Par récurrence sur j, on peut alors montrer que :

v c*(n,j)=0
n-— +o
et done
0i(n)-0 (11)
n-+ow

La variance de la distance entre les deux modeles Prony et
ARPRO tend vers zéro lorsque n devient grand.

Ainsi, le modele ARPRO, construit & partir du modele de
Prony en dégradant le jeu de paramétres des conditions
initiales, reste un modele trés proche du modéle de Prony en
possédant donc ses mémes propriétés de représentation
temporelle des signaux.

5 - SPECTRE ARPRO

Le modele ne serait pas complet sans une définition de son
spectre. Le modeéle ARPRO qui est un modele déterministe,
peut étre vu comme un filtre AR excité par une entrée
{u(n)}-0.n-1. Cette entrée est telle que le filtre en sortie
restitue {X arpro(1)) :
“)EARPRO(n):_iakJ?ARPRO(n_k)+u(n) (12)
k=1
Pour que les équations (12) et (4) décrivent le méme modele,
il faut et il suffit que :
lj=[u(0)-~-u(P‘1)]‘=A_)£p (13)

avec u(n)=0 pour n2 p et n<0 et A une matrice de
Toeplitz triangulaire inférieure :

@, O 0 .. 0
a, a, 0 .. 0

A= ' ay=1
Qpy QApp Upog ay

Le spectre du modele se définit alors par :
| T.F.D.{u) |2
C|T.F.D.{a}|?

2

(14)

, X ARPRO



6- AR, Prony et ARPRO

Afin de mieux illustrer les similitudes et les différences entre
les divers modeles paramétriques Prony et ARPRO, nous
pouvons les représenter par rapport 3 un modéle AR dont le
schéma classique est un filtre de transmittance 1/.A(2) excité
par un bruit blanc.

Le modele de Prony est un modéle déterministe qui peut étre
vu comme un filtre AR excité par une entrée particuliere
calculée au sens des Moindres Carrés (M.C.) [1] :

CONDITIONS

N
INITIALES
AU SENS M.C. 1 }g g’ln)
—P] .
A(2)

e

conditions initiales au sens M.C. : u MC=AI Me

Fig 1: Modélisation de Prony

Le modéle ARPRO est trés semblable au modéle de Prony :
le filtre n’est plus excité par des conditions initiales calculées
au sens des Moindres Carrés. L'initialisation se fait plus
simplement avecles p premiers points du signal A modéliser :

PREMIERS
POINTS /x\ n)
DU SIGNAL 1 Am&o
— R
A(Z)
u=AX

Fig 2: Modélisation ARPRO

7- EXEMPLES

Nous pouvons illustrer la comparaison faite entre ces deux
modeles sur 'aspect modélisation temporelle de signaux.

Un exemple d’utilisation du modele ARPRO est donné dans
le domaine biomédical. La modélisation de Pronys’appliquant
bien a des signaux €lectromyographiques (EMG) [3], nous
présentons ici les résultats de la modélisation ARPRO sur ces
signaux.
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Fig 3: Modéles de Prony et ARPRO (ordre 15)

I1Hh

Dans cette modélisation d’ordre 15, les deux modeles sont

légérement différents mais on ne peut pas dire que 'un des
deux modélise mieux le signal EMG que Fautre.
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Fig 4: Modéle ARPRO a l'ordre 20

Dans la figure 4, la modélisation est effectuée a Pordre 20
mais les deux modeéles n’ont pas pu étre superposés car les
deux courbes auraient été indistingnables !

Ces exemples illustrent bien la similitude de comportement
des deux modeles Prony et ARPRO. Lorsque le modele de
Prony modélise correctement un signal, le modéle ARPRO
aussi ; lorsque le modele de Prony n’est pas trés bon, le modéle
ARPRO ne Pest pas non plus.

Nous avons aussi validé les conclusions sur la variance de la
distance entre les deux modéles. Pour cela, nous avons
représenté d’une part, la distance entre le modele de Prony et
le modéle ARPRO aux ordres 15 (voir Figure 3) et d’autre
part, l'intervalle de confiance 2 90% calculé a partir de
Péquation (9).

Signal EMG : Distance Prony — ARPRO
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Fig S: Distance inter - modaéle
et son intervalle de confiance a 90%
pour les modéles d’ordre 15

Ainsi le comportement ’ARPRO dans Poptique d’une
modélisation temporelle du signal est pratiquement identique
a celui de Prony.
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8- ROBUSTESSE EN PRESENCE DE BRUIT

Pour finir ’étude compléte du modele, il faut s’intéresser a
son comportement en présence de bruit et le comparer a celui
de la modélisation de Prony.

Nous avons effectué cette comparaison sur deux types de
signaux : des signaux a spectre continu et des signaux dont le
spectre présente des discontinuités.

Comme exemple de signaux a spectre continu, nous avons
utilisé les signaux EMG précédents. Nous donnons ci-aprés
les résultats de la puissance d’erreur de modéle en fonction
du rapport signal 2 bruit du signal & modéliser. La puissance
d’erreur de modélisation est tracée en échelle logarithmique
calculée par rapport a la puissance du signal de départ (non
bruits).

Sigrnal EMG : modélisation a l'ordre 15
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Fig 6: Puissance de U'erreur de modéle
en fonrclion du rapport S/B du signal & modéliser
Signal FMG & spectre continu

Dans cet exemple, nous voyons que le modéle ARPRO est
tant6t meilleur, tantét moins bon que le modeéle de Prony.
Précisons tout de suite qu’il s’agit du modele de Prony étendu
et que la courbe que nous aurions obtenue avec la méthode
de Prony-Corrélation Signal aurait été la méme décalée vers
la gauche de log N, N, étant le nombre de points de calcul
de la corrélation [4].

Cette méme étude a été faite sur des signaux a spectre
discontinu. Le signal & modéliser est une sinusoide pour
laquelle on fait varier le rapport signal & bruit (bruit blanc
gaussien). Les deux modélisations ont été effectuées a un ordre
constant égal a 10. L’évolution de I'erreur de modélisation est
sensiblement la méme pour les deux modélisations, comme
Iillustre la figure 7. Dans cet exemple, lamodélisation de Prony
reste légerement supérieure i la modélisation ARPRO.
Toutefois, il faut remarquer la similitude de comportement de
ces deux modélisations. Ceci confirme la conclusion apportée
sur les exemples présentés ci-dessus dans les figures 3 et 4 : si
un modele est bon, 'autre aussi par contre, si Pun est mauvais,
autre aussi.

Sitnus + Bruit @ modélisation a Uordre 10

-1 4 ARPRO
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Fig 7: Puissance de U'erreur de modéle
en fonclion du rapport S/B du signal & modéliser

Sigrnal sinusoidal

En fait, les comportements du modeéle ARPRO et du modéle
de Prony en présence de bruit additif gaussien sont identiques.

9- CONCLUSION

Dans cet article, nous avons présenté un autre modéle
paramétrique de signal. Ce modele, appelé ARPRO, est
proche de la modélisation AR par sa forme récurrente et de
la modélisation de Prony par son aspect modélisation
temporelle des signaux. Nous avons montré que la distance
entre les modeles ARPRO et Prony reste trés faible et que le
comportement des deux modeles est identique. Ainsi, le
modele ARPRO est intéressant dans les cas oll le modele de
Prony est approprié et oti on n’a pas besoin de retrouver
explicitement les parameétres du modele. En compression de
signal, par exemple, si le modéle de Prony est adapté aux
signaux étudiés, il vaut mieux effectuer une modélisation
ARPRO. Celle-ci est moins cofiteuse en complexité
calculatoire : elle nécessite une recherche de paramétres
autorégressifs alors que la modélisation de Prony implique
cette méme recherche, une recherche de racines polynomiales
et une résolution d’un systéme linéaire de Van der Monde
(moindres carrés).
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