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RESUME

Le filtrage de Kalman-Bucy s’applique au modéle d’état
comprenant des équations linéaires, bruitées, décrivant
I’évolution de 1’état et des équations, linéaires, bruitées
d’observations. Ce filtrage consiste & calculer, fagon récur-
sive, la loi de probabilité, a postériori, de I’état au vue de
I’observation actuelle et des observations passées. Le fil-
trage par densités approchées permet de traiter des équa-
tions d’état non linéaires ou & bruits non Gaussiens.

Pour un coefficient de rappel aléatoire, cas typique d’une
situation de changements de modéles, I’article introduit une
famille de lois de probabilités, paramétrées, bimodales ser-
vant, par ajustement des paramétres, & approcher les lois
a posteriori de V’état aux divers instants. Les paramétres
sont calculés récursivement, lors des mises & jour et des
prédictions.

I. INTRODUCTION

En raison de originalité de la méthode, nous nous ap-
puyerons sur un modéle d’état explicite, simple, non linéaire
scalaire.

L’évolution de I’état X, au cours du temps, est approchée
par une équation linéarisée & laquelle, nous rajoutons un
bruit blanc W gaussien. Le coeflicient a de rappel est un
scalaire. Afin d’avoir un systéme stable, |1 — a| < 1. Un
biais constant b, est ajouté par ailleurs. R
L’observation Y(t) provient linéairement de ’état X(t) au-
quel s’ajoute un bruit blanc, gaussien, noté V(t) te N.
Pour ces raisons, le modéle d’état s’écrit: .

X(t+1)=X(@)—aeX(t)+b+W(t)
Yi)=X@t)+ V()

Si de plus, I’état X(0) est gaussien, alors le filtrage de
Kalman-Bucy fournit la moyenne et la variance de la loi

gaussienne de I’état X(t), lorsque 1’observation y(1 — t) 2
(y(1),...,y(t)) est connue.

Dans certaines situations physiques relevant de change-
ments de modéles aléatoires, les lois mises en jeu ne sont
plus unimodales. Ces situations ne peuvent pas étre traitées
par le filtrage de Kalman étendu: les lois gaussiennes étant
unimodales.

A titre d’exemple, supposons que le coefficient a ne soit pas
constant, mais constitue une chaine de Markov a4 nombre
fini, m, d’états A(t) t€ N. En raison du produit A(t) X(t),
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le caractére gaussien de la loi de 1’état, est perdu! Soit le
modéle

A(t) chaine de markov
Xt+1)=X(@1) - A@).X(1)+ b+ W(t)
Y(t) = X(t) + V(t)

Partant de X(0) gaussien, alors X(t) est un mélange de m*
gaussiennes dont le nombre croit avec le temps t.

L’article présente, la méthodologie du filtrage par densités
approchées qui consiste & développer le logarithme des den-
sités de probabilité, a priori, et, a posteriori, de I’état X sur
des fonctions @1, @2, ..., k-

Pour le filtrage de Kalman étendu, seuls les résultats obte-
nus en simulation sont présentés, pour que les particu-
larités du filtrage par densités approchées, soient mises en
évidence.

Nous pouvons aisément, nous mettre dans une situation
ot la loi de I’état X est multimodale et ne peut donc pas
étre approchée par une gaussienne qui est unimodale. Ceci
correspond aux cas ol & chaque instant t, un changement
de modéle est plausible.

Pour fixer les idées, supposons que 1—A(t) prenne 'une des
valeurs 1 — a; = 0.25 et 1 —ay = 0.75, de fagon aléatoire.
Nous simulerons un processus markovien avec une proba-
bilité p de changement d’état.

L’article met en oeuvre sur cet exemple, le filtrage par den-
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sités approchées en utilisant un mélange de deux lois gaussi-
ennes, ce quli Introduit cing parameétres a suivre récursive-
ment.

II. METHODOLOGIE
Soit le modéle non linéaire décrit par les équations bruitées
suivantes: V t€ N,

X(t+1)=g(X(1), W(t)
Y () = h(X({®) + V()

(I1.1)
(I1.2)

ot W(t), V(t) t € N, sont des bruits blancs indépendants
de lol quelconque.

Le filtrage par densités approchées consiste a introduire des
contraintes linéaires ¢, sur la loi de la variable X(t+1)
lorsque I'observation Y(1—t) est connue.

o = E[(pi(X(t -4 1)/Y(1 — tﬂ

= /<pi(I)fx(t+1)/y(1—-n)($/y(1 — t))de

L’équation d’état (1) est utilisée, avec g non linéaire quel-
conque pour calculer les contraintes ;. A ’aide du théoré-
me de transfert des probabilités, la loi connue au mieux de
Pétat X(t), & la date t, est utilisée.

o = E [p:(g(X(t), W(2))]
://goi(g(x,w))fx(t)/y(:z:/Y)fW(w)dmdw

Les fonctions ¢; peuvent étre des indicatrices d’ensembles,
des fonctions puissances etc.. La loi approchée pour X(t+1)
est alors définie comme l’unique loi qui rend maximum
I’entropie sous les contraintes «;; il ne s’agit pas de rajouter
une information autre que celle retenue par les contraintes.
La loi déterminée, est une loi de type exponentiel. L’étude
directe de ’équation d’état (1) en ’absence d’observation
montre que la loi, pour t grand, de ’état peut-étre multi-
modale. La probabilité est concentrée autour des zéros de
Iéquation x=g(x,0).

Les logarithmes des densités sont développés linéairement
sur des fonctions ¢;, & choisir astucieusement. Les co-
efficients ); des développements linéaires varient dans la
famille de densités et sont recalculés pour chaque mise a
jour et pour chaque prédiction.

A chaque date t, ’équation d’observation (2) est utilisée
avec V bruit blanc d’observation de loi de probabilité de
type exponentiel. La formule de Bayes & partir d’un état
X (t) et d’un bruit V(t) de type exponentiel permet le calcul
de la loi de X(¢) conditionnellement & 1’observation

Y(l — t).

La mise en oeuvre sur ’exemple simple de ’article, de cette
méthodologie, permet de rendre concrétes les étapes qui
viennent d’étre décrites.

I11. MODELE NON LINEAIRE
Une approche phénoménoclogique est essentielle. Partons
d’un processus gaussien dont ’évolution est décrite par un

modele d’état bruité, a coefficient a;, (j=1,2) de rappel et
comportant un biais b

Xt+1)=X(@)—a; X))+ b+ W(t)
Y(t) = X(t) + V()

(I11.1)
(I11.2)

ol les bruits W et V, gaussiens, centrés, de variance Q et
R sont, par hypothése, indépendants.

A la limite, la lol asymptotique de I’état X est gaussienne.
Pour chacun des coeflicients a1 et a9, les lois asymptotiques
sont gaussiennes de variances ¢%, 0% et de moyennes m;, m»

différentes de zéro, en raison du biais b.

Supposons maintenant que le coefficient A(¢) de rappel,
constant au cours du temps, soit inconnu. Le modéle de-
vient:

Alt+1) = A(t) (I11.3)
X(t+1)=X(@)— AQ).X(1t) +b+ W) (II14)
Y(t) = X(t) + V(t) (I11.5)

Celui-ci n’est plus linéaire. Le filtrage de Kalman étendu
effectue la linéarisation des équations d’état. Ce filtrage se
limite & introduire des approximations gaussiennes des lois
de probabilité. En simulation, prenons A(0) aléatoire entre
les deux valeurs a; et as. Au cours du temps, quelque soit
la distribution p.6,, + (1 — p).6q,avec p € [0, 1], a priori,
sur A(0), la loi de X (¢) approche I'une des deux lois gaussi-
ennes asymptotiques et ’approximation par une gaussienne
fournie par le filtrage de Kalman étendu, est convenable.

Dans une troisiéme étape, prenons un rappel (A(t),t € N),
aléatoire, non constant au cours du temps. En simulation,
nous supposons que A constitue une chaine de Markov,
symétrique, & deux états a; et as, pour laquelle nous don-
nons la probabilité p de transition: ‘

PlAt+1)=q;/A(t)=q;]=1—-p  (II1.6)

PAG+1)=a;/At) = a5]=p

Le modéle d’état (4) et (5) comprend en plus, I’évolution
aléatoire (6) du rappel A.

La variable aléatoire A(t) prend les valeurs a; et ap avec
des probabilités p*(t) et p?(t) = 1 — p*(¢), évaluées en si-
mulation.

Les deux valeurs possibles de A(t) conduisent & des lois
de probabilités limites différentes et par conséquent une
corrélation est & attendre, & chaque instant, entre X(t) et
A(t).

La loi de (A(t),X(t)) conditionnellement & y(1—t) dépend
de la valeur numérique actuelle Y (¢) = y(t), en raison de
Iéquation (5) méme si A(t) n’y est pas explicite. -
L’étape de prédiction consiste & partir des lois & la date t
et des équations (6) et (4) d’évolution, & prédire la loi de
(At+ 1), X+ 1)).

La méthodologie consiste & faire le choix d’une famille de
lois de type exponentiel, pour approcher les lois, a priori,
et, a posteriori, de I’état (A(t), X(t)) aux diverses dates.



IV. FILTRE FINI A CINQ PARAMETRES
Les lois gaussiennes sont de type exponentiel, en effet:
VXEN,

)= e (-3 (552) ) o

f(z) = exp (Mo + iz + Xoz?)  avec ff(z)d;v =1

(IV.1)

La base de fonctions ¢ vaut o(x)=1(x),¢1(x)=x
w2(x)=x?, avec des paramétres Ag,A1,Az qui s’obtiennent
bijectivement, dans le cas gaussien, a partir de la moyenne
m et de la variance o2 [cf. de DRUCQ & al 1991].

La loi de probabilité de A(t) est une mesure: VY a€ N,

P[A(t) = a1].84, (a) + P[A(t) = az].6a,(a)
= pl .6al(a) + p2.6a2

(IV.2)

Introduisons la probabilité de I’état (A(t),X(t)).
Pour A(t)=a;, prenons pour densité de probabilité de X(t):

fi(a) = MHMEN g / filn)de =1 (IV.3)

Finalement, la loi du ouple( (t),X(t)), mélange de
duits de Diracs ¢t dc gaussicnnes, est caractérisée p ar
Va,x€R,

fla,z)= > Pl ba; f(2) (IV.4)

j=1,2

Nous sommes en présence d’une loi dégénérée de type ex-
ponentiel, en raison des deux Diracs; il suffit de remplacer
chacun des Diracs par des indicatrices d’intervalles petits
autour de a; et ag pour obtenir 1'écriture canonique (1) a
’aide de 1’exponentielle [cf. RUIZ 93].

Cette loi de probabilité bimodale pour X(t) constitue une
approximation puisque chacune des séquences A(0), -,
A(t-1) conduit & une moyenne et & une variance différente
donc 3 une loi différente. A partir d’une loi gaussienne pour
X(0), il faudrait considérer un mélange de 2* lois gaussi-
ennes pour écrire la loi exacte de X(t).

Mise a jour:
A laide de ’équation (II1.5) et avec des notations évidentes,

la formule de Bayes fournit, la loi du couple (A(t),X(t)) a
la date t conditionnellement & ’observation y(1—t-1) et

y(t):

faxyy(a,z/y) = C.fax(a,2).fv(y—z) (IV.5)
avec C' = //fA,x(a,E)-fv(y— §)dad¢ (1V.6)
Le conditionnement maintient le caractére de type expo-

nentiel, de la loi a posteriori.
Ainsi, pour A(t)=a;, (j=1,2) les lois de densité fx sy de

X(t) conditionnelle & y(1-—t) sont encore de type exponen-
tiel. Nous nous limitons, en simulation, & des lois gaussi-
ennes. De ’expression (5), il vient:

fla,2/Y) =
D P ()eMb+Ma+Na? clott(y=o)+a(y=2)’
ji=1,2

ol les parametres Iy, [y, I de la densité du bruit d’observa-
tion V, s’obtiennent a partir de sa moyenne m=0 et de sa
variance R.

En additionnant les coefficients des fonctions 1, x et z?,
nous obtenons, pour A(t)=q;, (j=1,2) les coefficients X!,
(i=0,1,2) des densité fﬁc/y(:c/y) de X(t), conditionnelle-
ment & y(1—t); la normalisation est assurée, ici, a I’aide de
deux coefficients of. D’oli la densité:

C. Y Pabbs, —e%“”“’ * (V)
j=1,2

f(a,:c/y

Aprés intégration en x (7), les probabilités de la loi de A(t)
actualisée contionnellement a Pobservation sont:
pour i=1,2 i#j

j J
Pi/t—ﬁ’o
pi/t—laé + Phe—19

P, = PIA(t) = ¢j] = (IV.8)

La loi du couple (A,X), & la date t, conditionnellement &
Pobservation y(1—t) connue, est caractérisée par (4) avec
les p’ et les A, (i=0,1,2) actualisés.

Prédiction:

La simulation choisie, qui limite les valeurs possibles de A
3 ay et & ag, maintient, & la date t+1, le caractére mélange
de produits de Diracs par des gaussiennes.

Une évolution de A peut avoir lieu, suivant I’équation (III.6)
et les probabilités p' de la loi de A(t+1), sont définies par:

i=1,2 i#j

PIA(t+1) = aj] = P[A(t) = ;)(1 - p)

+ P[A(H) = ailp

(IV.9)

Suivant I’équation d’équation d’état (II1.4), les calculs de
prédiction sur X, se font avec A(t), sans changement. Il -
s’agit de calculer, sous chacune des hypothéses A(t)=aj, les
contraintes linéaires ao, a’l, cr2 associées aux fonctions 1,
z, 2. Le transfert des probabilités de la date t+1 & la date
t est effectué avec (II1.4), et pour A(t)=a;, les contraintes
vallent:

ol = / / I,ieAf;+A{.x+/\%wz Fw (w)dedw
of = //(z —ajz+b+ w)pie’\g+’\{”+)‘§‘°2fw (w)dzdw
= (1 - a5)miy, +b)

(IV.10)
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//(:c — aj + b+ w)2p! MMM £ () dzduw

:2
= (b* + Q@+ (1 - ¢;)° (mt/t U'ti/):)"‘Qb(1 a;)m t/t)
Ces contraintes déterminent les parameétres de Lagrange AZ: ,
(i=0,1,2) des densités approchées de probabilité fi’/y(l—»t)
qui réalise le maximum d’entropie. Et la loi du couple
(AX), & la date t+1 conditionnellement & 1’ohservation
y(1— t), s’écrit & nouveau avec (4).

V. SIMULATION

La loi de X(0) est la loi stationnaire provenant de (II1.4),
x(0)= 8/3. Les coefficients sont pris tels que
l—a;=1/4et1—ay=3/4

Nous pouvons, ici, décrire les phénomeénes, a l’aide du vo-
cabulaire des tests d’hypothése et I’observation Y(t+1) est
de loi dépendant de Phypothése.

Changements rares de dynamiques:

Les deux filtrages sont rapidement trés voisins dans les
périodes longues de stationnarité. La loi de X se stabilise
sur ’une des lois asymptotiques en dehors de durées as-
sez courtes suivant immédiatement les changements de dy-
namique. Nous sommes en situation d’évolution linéaire
avec ruptures de dynamique.

Prenons tout d’abord la situation d’un coefficient p=0,05.
Le filtre par densités approchées sépare les deux dynami-
ques possibles.

Filtraqe par A
De,nm:)es v ,AE:""/E $F1 1 P“p
F\P‘xo:\-\ees A

Le filtrage de Kalman étendu met de nombreuses itérations
pour faire apparaitre la nouvelle valeur de la moyenne m
tandis que le filtrage par densités approchées en trois itéra-
tions, explicite le changement de dynamique sur les valeurs
de p! et p?.

Changements fréquents de dynamiques:

Prenons maintenant p=0,5. La connaissance sur 1’évolution
devient trés partielle et le filtre de Kalman étendu traduit
cette perte d’information en fournissant une moyenne in-
termédiaire entre les deux moyennes des situations asymp-
totiques et une variance agrandie. L’aspect bimodal est
évidemment masqué par la modélisation!

Tout au contraire, le filtrage par densités approchées per-
met le suivi des deux lois de probabilité correspondant au
deux cas a1=3/4 et as=1/4. Ces deux lois sont suivies
régulierement au cours du temps et permettent le calcul
par maximum de vraisemblance de la meilleure prédiction

x de 'état du systéme. De méme, les changements de
modéles proviennent lorsque y est donnée, du suivi des deux
probabilités p! et p2.

Fi“'(’cmfe par

DunisiTés T\ 2t 2t
Approchces P

t

filFcane de
Kalman

£ bendu , (2103

VI. CONCLUSION

Le filtrage de Kalman étendu conduit & d’excellents résul-
tats lorsque les lois inconnues de probabilité de D’état X
peuvent étre approchées par des lois gaussiennes.

On s’écarte évidemment de ces conditions lorsqu’on étudie
les phénomeénes de ruptures. Le filtrage par densités ap-
prochées constitue une avancée technique importante. Il est
clair que le suivi récursif de cing caractéristiques de distri-
butions statistiques conduit & une meilleure approximation
que le suivi récursif de deux caractéristiques. L’exemple
choisi en simulation utilise un mélange de deux lois gaussi-
ennes. La méthodologie s’étend sans difficulté aux cas de
mélanges non gaussiens [cf. RUIZ 93].

La modélisation doit permettre le transfert de la loi in-
connue de probabilité de 1’état, & la date t+1, vers celle,
connue au mieux, de ’état et du bruit, & la date t, afin de
permettre le calcul des contraintes. Le filtrage par densités
approchées, s’applique & des situations plus nombreuses que
le filtrage de Kalman étendu. Les bruits peuvent étre quel-
conque. La connaissance d’un moment d’ordre supérieur
3 deux est une contrainte linéaire et conduit par maxi-
mum d’entropie, & une loi de type exponentiel. L’évolution
de V’état X n’a plus besoin d’étre décrit par une équation
d’état! Il faut cependant avoir une procédure de prédiction
de la loi de ’état 3 la date t+1, ici, Markovienne.
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