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RESUME

Le probleme du calcul de la Densité Spectrale
de Puissance (DSP) d’un signal modulé numéri-
quement par une suite de symboles {b(k)} est sou-
vent rencontré en télécommunications. Il nécessite
I’évaluation de la fonction d’autocorrélation de la
suite {b(k)}. Dans la plupart des systémes mo-
dernes, ces symboles sont issus d’un codage correc-
teur d’erreurs. Nous nous intéressons ici au cas du
codage linéaire en blocs. Nous montrons que dans le
cas binaire sous 1’hypothése d’indépendance des
symboles avant codage on aboutit 8 une méthode
trés simple pour le calcul des corrélations.

1 - INTRODUCTION

Le calcul de la Densité Spectrale de Puissance
(DSP) de signaux numériques passe par 1’évaluation
de la fonction de corrélation. Celle-ci dépend de la
statistique du train binaire ayant servi & construire le
signal. Dans la plupart des systémes de télécommu-
nications, le train binaire modulant est issu d’un co-
dage. Par exemple, on trouve fréquemment un co-
dage linéaire par blocs. Le calcul de la corrélation
dans le cas général (codage non binaire et statistique
des bits avant codage quelconque) est complexe [1].
Nous montrons que dans le cas binaire lorsque ’on
suppose I’indépendance de la séquence binaire avant
codage, il existe une solution simple. Nous décri-
vons la méthode permettant de calculer les corréla-
tions puis nous 1’appliquons au cas d’'un Hamming
(8,4).
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ABSTRACT

The Power Spectral Density computation of di-
gitally modulated signals by a sequence of symbols
{b(k)} is often encountered in telecommunications.
It requires the evaluation of the autocorrelation
function of the sequence {b(k)}. In most of modern
telecommunication systems these symbols are co-
ming out from an error correcting coder. In this pa-
per our work is focused on linear block error correc-
ting codes. We show that in the binary case, assu-
ming the independence of the sequence before co-
ding, we achieve a very simple method for compu-
ting the correlations.

2 - POSITION DU PROBLEME

Soit {a(i)} la suite des bits 4 coder et {b(i)} la
suite des bits codés. On définit le codage en blocs
(N,K) de matrice génératrice G par la relation sui-
vante :

b,=G-a, (1)
avec
a, =[a((n=DK +1), ... , a@nK)[",
b, =[b((n-DN+1), ..., b, @)

G=[gGj)), 1<i<N, 1<j<K,

les coefficients a(i), b(i) et g(i,j) étant & valeurs dans
le corps de Galois GF(2).

Soit ’application ¢ définie par :
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Le probléme posé est celui du calcul des ma-
- trices de corrélations

Rm=E[pb) o@f.)] @

On va supposer maintenant que les symboles
a(i) sont indépendants. La statistique de la suite
{a(i)} est alors entierement définie par la probabilité
po = Pr{a(1)=0}. On pose p1 = Pr{a(i)=1}. On en dé-
duit directement que Pr{¢(a(i))=-1} =py et que
Pr{o(a@i))=1} =p1. La moyenne des v.a. o(a(i))
vaut :

E[¢(a())] = p, - py- (5)

L’indépendance des a(i) entraine que les ma-
trices (4) sont toutes identiques pour Inl>0. On po-
sera par la suite :

R=R(n), |n|>0. (6)

Dans le cas ou les a(i) sont indépendants on
est alors ramené 3 calculer R(0) et R.

3- EQUIVALENCE DES OPERATIONS
ELEMENTAIRES DE GF(2) SUR R

Soit I’application chapeau définie par :
GF(2) — R
0——0 (7

1 — 1

Les applications (3) et (7) permettent d’obtenir
une €quivalence des opérations élémentaires de
GF(2) sur le corps des réels.

Soit a et b deux €éléments de GF(2). Si @ et ®
désignent respectivement 1’addition et la multiplica-
tion sur GF(2) alors on a les relations suivantes :

P(a®b)=-¢(a)- p(b),

. . 8)
P(a®b)=—(-9(a)’ = —(—p(b)).

On en déduit I’image de ’application @ sur le pro-
duit scalaire de deux vecteurs binaires ;

K K
<p<§1 ab;) = (=X [11 oab;)

- PN
= LII[ (P(az)] . ©)

4- CALCUL DER(0O)ETR

4.1 - Calculde R

L’indépendance des a(i) entraine 1’indépen-
dance des vecteurs py de sorte que la matrice R s’ex-
prime simplement par la relation

R=m-m", (10)

T
avec m=[B[ob, )], .. . E[p@, V)] .
D’aprés (1), (9) et compte tenu de 1’indépen-
dance des a(i), un élément de m s’écrit :

K a
m(p) = —HIE[(—gk (i))g("")].
i=1 (11)

D’aprés I’identité :

si  npair

IE[(—(p(gk(i))"]={l .12

Do—Pp; Si nimpair,

les termes du produit (11) peuvent prendre deux va-
leurs et on en déduit une expression de R(p,q) sous
la forme :

R(p.q) =(py — p)" 7D,
(13)

ou Gy désigne le vecteur contenant la pi®me ligne de
Get w(Gp ) son poids binaire (nombre de 1).

4.2 - Calcul de R(0)

D’aprés (1), (9) et compte tenu de I’indépen-
dance des a(i), un élément de R(0) s’écrit :



R%(p.9)=E[p(b(p)- 9(by (9))]
K Ar A
= IE[(-ot@, )] a4)
D’apres I’identité (12) les termes du produit (14)

peuvent prendre deux valeurs on en déduit une ex-
pression de R9%p,q) sous la forme :

R°(p.q) = (po — p)? @9,

(15)
U(p.q) =dy(G,,.G,y)s

ol dy(a,b) désigne la distance de Hamming des mots
binaires g et b.

5 - CAS DU HAMMING (8,4)

Nous considérons ici le cas d’un codage de
Hamming (7,4) par multiplication, de polyndme gé-
nérateur g{x)= X +x+1, étendu 3 un Hamming
(8,4) en ajoutant le bit de parité du mot a coder. Sa
matrice génératrice est donnée par :

101100017
01 011001

=0 0101101 (16)
00010111

D’apres les expressions (13) et (15) et 1a matrice
(16), on en déduit les valeurs des coefficients U(p,q)
et V(p,q) sous forme matricielle :

]

02123323
20321323
13032232
22303321
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33232012
2232310 3
33212 2 3 0]

L)
J

<<
il

(18)

N N W W e W N
N DWW R WNN
DS Y Y e R R
L N W W s Wk

AN WA AV A~ W W
N W A A bW W
AN W A AUV A W W
0 L O QN 1 O Lt

Connaissant la probabilité a priori pg de la suite
{o(ak))} et les matrices U et ¥, on en déduit direc-
tement R(0) et R par application de (13) et (15).

6 - APPLICATION AU CALCUL DE LA
DSP D’UN SIGNAL NUMERIQUE
CODE EN BLOCS

6.1 - Cas général

Soit le signal numérique
x(t)= %c(k) -h(t - kT), (19)

dont on cherche a calculer 1a DSP.

Les c(k) sont a valeurs réelles dans {-1,1} et h(t)
est une forme d’onde & support borné sur 1’intervalle
[0,T]. On suppose que la suite {c(k)} est déduite de

la suite {b(k)} par la relation c(k)=@(b(k)).

On montre que dans ce cas [2], 1a DSP s’écrit
comme la somme d’une densité continue ¥(f) et
d’une densité discréte yi(f) :

{n(f) =|H()} - F.()

. 20)
Yo =H)\" - Fi(F),
ol
F.(f)= —I;—T 5" (F)R®E) - RE=))d(F),
k @1)
Fy(f)= -ﬁ%}; 4 (PREUD- T8 - -—;7).

. RS
avec d(f )=[l,e2"‘ﬂ ..., e N l)T] .
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La matrice R(e0) quand elle existe est définie par :

R(eo) = lim R(n).

n—yoo

Lorsque I’on suppose la séquence avant codage
indépendante, les expressions (21) se réduisent & :

L. -
Fe(f) =5z & (RO =~ R,

1
NT?

(22)
Fy(f)=

* k
-d (f)Eé(f)'%fs(f-ﬁ)-

6.2 - Exemple numérique

Nous montrons la validité de la méthode propo-
sée dans cet article sur un exemple numérique. Nous
reprenons le cas du code de Hamming (8,4) de ma-
trice génératrice (16) du paragraphe 5.

Pour pg =0,1 et pg = 0,9 nous avons représenté
(FFT de 512 pts) :

- a) Fig.1.a et Fig.2.a, les spectres simulés par un ti-
rage aléatoire de 1280 mots de code,

- b) Fig.1.b et Fig.2.b, les spectres théoriques (20),
(22) ol les matrices R(0) et R ont été calculées par
(13) et (15) a partir des matrices (17) et (18).

30

30 T .
20 4 Fig.2.a
10 +
0-
-10 t + } {
0,0 0,6
30 r
o0 4+ Fig.2b
10 +
0 oda
-10 } + — {
0,0 0,5
CONCLUSION

Nous avons présenté une méthode simple per-
mettant de calculer les matrices de corrélation d’une
séquence de bits codés linéairement en blocs quand
la séquence avant codage est indépendante. Il semble
que I’on puisse étendre ce travail dans le cas ot la
séquence codée est bruitée par un canal binaire sy-
métrique. Toutefois cette approche ne permet pas de
traiter le cas d’une séquence d’entrée non indépen-
dante car I’on ne sait pas calculer de maniére expli-
cite ’espérance d’un produit de n variables corré-
1ées.
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