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RESUME
Nous présentons une nouvelle formulation du probleme
de la modélisation multicanale qui repose sur une des-
cription compacte, au moyen d’une représentation d’état.
L’optimisation des paramétres du modéle porte sur ses

propriétés fréquentielles. Par ailleurs, nous proposons

un algorithme de projections successives qui permet
d’améliorer les caractéristiques spectrales du signal multi-
canal. La convergence de cet algorithme est également

étudiée. Finalement, nous montrons l'intérét de cette

méthode en compression d’images.

1 Introduction

En analyse de signaux multidimensionnels, les modéles
multicanaux présentent 1’avantage d’exploiter aussi bien
la corrélation intra-canal que la corrélation inter-canaux.
Ces modéles sont souvent déterminés, par extension du cas
monodimensionnel, en réalisant une prédiction linéaire des
vecteurs constituant le signal multicanal. Ce travail pro-
pose une alternative & cette formulation qui aboutit & une
description compacte au moyen d’une super-matrice B. Les
différents canaux sont décrits en fonction de quelques si-
nusoides (pures ou modulées exponentiellement) dont les
caractéristiques sont determinées & partir des valeurs pro-
pres de la matrice B.

Dans une deuxiéme étape, un algorithme est introduit
pour la détermination de ces valeurs propres & partir des
données. Une procédure est également décrite qui per-
met de retrouver la formulation conventionnelle. Cette
nouvelle approche du probléme multicanal permet, par
ailleurs, 1'utilisation d’un algorithme de projections succes-
sives qui améliore considérablement et, de fagon simultanée,
les caractéristiques spectrales de ’ensemble des canaux.
Cet algorithme permet de traiter le probléeme général de
Papproximation optimale d’une matrice par une matrice de
Toeplitz (ou de Hankel), de rang limité. Une demonstration
élégante des propriétés de convergence de I'algorithme est
aussi proposée.

Enfin, la modélisation multicanale et 1’algorithme de
projections successives, ont été employés en traitement
d’images. L’image est alors considérée comme un ensemble
de signaux multicanaux, regroupant chacun quelques lignes
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de I'image. Ceux-ci sont scindés en plusieurs composantes,
ce qui conduit & une analyse efficace pour la compression
d’information.

2 TUne nouvelle approche de la
modélisation multicanale

En modélisation multicanale, le signal x(k) & I'instant &
est un vecteur & M composantes z;(k), 1 < i< M, 1<
kE < N, qui représentent les échantillons de chaque canal.
Le modéle linéaire usuel consiste & exprimer le vecteur a
Pinstant k comme une combinaison linéaire des P vecteurs
précédents, selon la relation suivante : "

P
x(k) =Y Aix(k —3) + e(k). (1)
i=1

Les matrices A;, 1 = 1,..., P, sont déterminées en min-
imisant P’énergie de lerreur de modélisation e(k). Ce
probléme étant trés largement traité dans la littérature (cf.
[1], par exemple), nous allons concentrer notre attention
sur sa signification physique et surtout sur ses propriétés
spectrales. Remarquons tout d’abord que la détermination
du modéle ne conduit pas & une caractérisation spectrale de
chacun des canaux, Ceci nous améne a une autre formula-
tion du modéle ci-dessus, en introduisant des super-vecteurs
y(k) et u(k) ainsi qu’une super-matrice B, définis par:

Y(k) = [x(k - P+ l)T’ v !x(k)T]T1 (2)
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u(k) =[0,...,0,e(k)T]7. (4)

Il nous est ainsi possible d’exprimer le modéle multicanal
sous la forme,

y(k) = By(k — 1) + u(k), (5)

y(k) = By (0) + u'(k). (6)

Par ailleurs, les valeurs propres de toute matrice sont
racines de son polyndéme caractéristique. Une valeur pro-
pre A de B, vérifie ainsi une équation polynomiale d’ordre
Q=FM,

AC £ BN 4 Bo =0, (7)

et Pemplol du théoréme de Cayley-Hamilton conduit a
I’équation suivante:

B? + B9 .. 4 oI = 0. (8)

En multipliant cette relation par le super-vecteur y(k— @),
on aboutit & une relation du type

y(k)+ Biy(k = 1)+ ...+ Boy(k — Q) = w(k), (9)

qui effectivement implique que toutes les composantes du
signal multicanal s’expriment comme des combinaisons
linéaires de mémes sinusoides dont les caractéristiques sont
définies par les valeurs propres de la matrice B. Re-
marquons que, contrairement au cas monodimensionnel ol
la minimisation de l’erreur de prédiction donne les coefli-
cients du modéle (qui sont directement liés au spectre), la
prédiction multicanale fournit toute la matrice B et non pas
seulement ses valeurs propres. Notons, par ailleurs, que la
matrice des vecteurs propres de B ne joue aucun role dans
la determination des caractéristiques spectrales des canaux.
Au contraire, elle joue un rdle de condition initiale partielle
qui compromet Defficacité de ’estimation des valeurs pro-
pres. C’est la raison pour laquelle nous proposons une nou-
velle procédure d’optimisation qui porte directement sur les
valeurs propres de la super-matrice B. Plus précisément, on
peut chercher & déterminer les coefficients 8;, i =1,...,Q,
de fagon & minimiser P’erreur quadratique globale,

N N Q
E= Y wk wk)= D> Y w(k)?’,  (10)
k=Q+P k=Q+P i=1

ol les w;(%) sont les composantes du vecteur w(k). Cette
démarche est justifiée par le fait que, dans le cas idéal o
l’erreur de modélisation e(k) est nulle, on doit aussi avoir
w(k) = 0. Notons que la minimisation du critére E se
réduit & un probléme classique de modélisation monodimen-
sionnelle, étant donné qu’elle fait intervenir les erreurs de
modélisation de chacun des canaux. Une fois les coefficients
Bi,i=1,...,Q, calculés, les valeurs propres de la matrice
B peuvent étre déduites de son équation caractéristique.
On réalise ainsi une analyse spectrale multidimensionnelle,
4 partir des M canaux.

Si, de plus, on souhaite retrouver la forme prédictive du
modele multicanal ou, autrement dit, la totalité de la ma-
trice B, 1l faut calculer ses vecteurs propres. Ce probléme
n’étant pas linéaire, nous proposons d’utiliser la procédure
de Prony monodimensionnelle, qui fournit directement des
matrices de prédiction A, i = 1,..., P. Plus précisément,
a partir des valeurs propres A;, 2 = 1,..., @, on calcule pour
chacun des canaux les phases et les amplitudes associées aux
(/2 sinusoides. A lissue de cette opération, on obtient un
nouveau signal multicanal qui est basé sur une estimation
spectrale optimale. Bien évidemment le modele prédictif
matriciel Ai, i = 1,..., P, qui est associé a ce signal est
exact (sans erreur) et les valeurs propres correspondantes
sont identiques aux valeurs propres que ’on a utilisées pour
sa construction. Par conséquent, les propriétés spectrales
de ce modéle prédictif sont bien conformes aux contraintes
d’optimalité vis-a-vis des valeurs propres.

3 Réduction du rang a 1’aide d’un
algorithme de projections suc-
cessives

Le paragraphe précédent nous a permis de montrer que
le probléme de la prédiction multicanale peut se ramener
4 une modélisation des données mutidimensionnelles par
des sinusoldes (pures ou modulées exponentiellement) dont
les caractéristiques sont déterminées a ’aide de la relation
(9). Lorsque cette approche est appliquée & des données
réelles, son efficacité dépend cependant fortement de la per-
tinence de ce modele. C’est pourquoi nous introduisons,
dans cette partie, un algorithme itératif qui sert, dans un
premier temps, 4 approximer le signal de départ par un
signal conforme & la modélisation choisie [2].

Afin de décrire cette méthode, définissons la matrice de
données

X =[X;... Xyl (11)
z;(@+1) z;(N)

X; = : ; , (12)

iL‘z(l) Z!Z(N - Q)
qui regroupe ’ensemble des informations multidimension-
nelles, sur toute la durée d’observation 1. Remarquons, dés
a présent, que cette matrice a une structure trés particulie-
re puisque chaque élément X; est une matrice de Teeplitz.
Nous noterons V D’espace vectoriel des matrices X de ce
type. Soit £ Pespace euclidien des matrices réelles de di-
mensions Q+1x M (N —Q), muni de la norme de Frobenius,
| A°=tr(44T), A€ (13)

On vérifle aisément que la projection orthogonale Py(A)
sur V de toute matrice A € £ s’obtient simplement en
décomposant A sous la forme

A=[A;.. Ap), (14)

comme en (11), et en remplacant les termes de cha-
cune des diagonales des matrices A; par leur moyenne
arithmétique.  Remarquons également que, d’aprés le
théoréme de Pythagore, on a pour tout A € &,

HAP=l A 1P+ A-R@ 1. (15)

1On suppose que N > Q + 1.




Par ailleurs, lorsque [’erreur de modélisation w(k),
définie en (9), est nulle, le rang de la matrice X est inférieur
ou égal & Q. Pour obtenir une modélisation exacte, on doit
donc, en général, réduire le rang de la matrice X de Q@ + 1
a4 ). On doit ainsi chercher 4 approximer de fagon opti-
male une matrice de £ par un élément de ’ensemble Rg
des matrices de rang inférieur ou égal & ). Si l’on réalise
I’approximation au sens de la norme de Frobenius, il est
bien connu que ’on doit décomposer la matrice en valeurs
singuliéres et éliminer le terme correspondant 4 la plus pe-
tite valeur singuliere. Dans la suite, nous noterons Dg(-)
cette opération de troncature. Il convient de souligner
que Dg(-) n’est pas une projection sur un espace convexe.
Néanmoins, nous avons pour tout 4 € &,

| AlP=|l Dg(A) II* + || A~ Do(A) |I*,  (16)

puisque || A || est la somme des carrés des valeurs sin-
gulieres de A.

Pour aboutir & une matrice de données appartenant a V
et de rang @, on peut enchainer itérativement les opérations
Dq(-) et Py(-), de la méme maniére que cela avait été
fait dans [3], pour le cas 1D. On construit ainsi une suite

{Xk}keN telle que
Xo=X, Xy =PyoDo(Xy) (17)

La convergence de cet algorithme de projections successives
n’est a priori pas garantie, en raison de la non convexité de
Pensemble Rg. Il nous faut donc 1’étudier plus attentive-
ment.

En fait, nous allons montrer que {X;}ren €st une suite
bornée de V et que limg_0o d(X 1, Rq) =0 2.
Preuve : Compte tenu des relations d’orthogonalité (15)
et (16), il convient tout d’abord de noter que la suite

{ll X& {|}ren est décroissante. Comme elle est minorée
par 0, elle est convergente. On en déduit aussi que la suite
{X 1 }ren est bornée car ses termes appartiennent & la boule
fermée de centre O et de rayon || X ||. Par ailleurs, en com-
binant (15) et (16), on trouve que

| Xr41~ Do(Xi) |2 + || Do(Xr) — X |2
= X 12 = || Xegr 112 (18)

La convergence de la suite {|| X ||}xen nous assure ainsi
que

lim X — Do(X}) = O. (19)
k—o0
I1 suffit alors de remarquer que
d(X &, Rq) <[l X& — Do(X4) |l (20)
pour achever la démonstration. : B
Notons que l'on peut se référer & [4] pour avoir une

vue plus générale du type d’algorithmes auquel nous nous
sommes ici intéressés.

?La distance i l’ensemble Rq est définie par d(A4,Rg) =
ian:€RQ I A-A").

4 Quelques applications de la
modélisation

Nous présentons maintenant quelques résultats (voir fi-
gures ci-apreés) qui mettent en valeur les différents aspects
de la modélisation que venons d’exposer. D’une part, nous
mettons en evidence ’amélioration de P’estimation spec-
trale apportée par Iutilisation de I’algorithme de réduction
de rang. D’autre part, nous montrons interét de ces
décompositions en analyse et codage de signaux 2D (images
fixes). La décomposition du signal multicanal au moyen de
Palgorithme de projections successives, fournit une analy-
se adaptative, tout en permettant la réduction du rang et,
par la-méme, une amélioration de la modélisation. Cet ac-
croissement des performances est di & ’élimination globale
des phénomeénes qui ne se prétent pas a une description
linéaire.

Dans notre cas, un tel traitement décompose le signal
2D en deux parties, 'une qui est linéairement prédictible et
l’autre qui regroupe toutes les irrégularités de 'image. Nous
avons exploité cette analyse en réalisant un systéme efficace
de compression d’images qui traite de fagons différentes les
deux composantes. La premiére qui est trés énergétique se
préte aux procédures décrites dans le paragraphe 2. La se-
conde est traitée davantage en utilisant des méthodes non-
linéaires, afin de garantir la conservation de toutes les ca-
ractéristiques locales importantes de 'image originale.

5 Conclusion

Nous avons présenté une méthode d’analyse spectrale mul- -
tidimensionnelle qui, couplée a un algorithme de projections

successives, permet une modélisation efficace des signaux

multicanaux. En compression d’images, il convient de noter

que, contrairement aux méthodes d’analyse usuelles (DCT,

sous-bandes,...), I’approche proposée a ’avantage d’&tre

adaptative.
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Figure b : signal compressé aprés modélisation exacte du
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Figure 2

PSNR = 38.5 dB.

signal de rang réduit et troncature de 75 % des termes,

PSNR = 33.8 dB.
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Figure 3 : premier canal du signal original.



