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RESUME

Nous proposons une méthode permettant de déterminer
la réponse d’un systéme linéaire invariant continu tel que
chaque composante de P’état initial est située dans un in-
tervalle, & une entrée connue sous la forme d’une séquence
d’intervalles. La propriété, souhaitable, de normalité est
briévement énoncée, ainsi que ’adjonction des hypothéses
supplémentaires qu’elle requiert. Le cas des systémes du
premier et second ordre est étudié extensivement et tous les
éléments nécessaires 4 la simulation sont fournis.

1. INTRODUCTION

L’analyse des systémes linéaires est basée sur la repré-
sentation des signaux et des relations entre les entrées et les
sorties. Les signaux sont traditionnellement décrits comme
des fonctions continliment dérivables du temps prenant leurs
valeurs sur la droite réelle ou, dans le cas multidimensionnel,
dans un espace vectoriel défini sur le corps des réels.

L’introduction de techniques qualitatives dans 1’étude
des systémes dynamiques [1]{2](3] a entrainé une nouvelle
représentation des signaux : dans ces formalismes, ils sont
considérés comme des séquences de symboles correspondant
a des intervalles de la droite réelle, issus d’une partition de
leur domaine de définition, auxquels on peut affecter une sé-
mantique liée au fonctionnement du systéme étudié. Ainsi,
si on représente la température de ’eau d’usage domestique
en respectant d’une part les valeurs singuliéres physiques, 0
et 100 degrés, et, d’antre part, des limites liées aux sensa-
tions, 18 degrés, 30 degrés, 50 degrés, son évolution au cours
du temps est décrite par des intervalles de la forme [0, 18],
[18, 30], [30, 50], etc. . .

Il n’existe pas de théorie globale permettant de repré-
senter la réponse de systémes dynamiques linéaires 4 des
signaux d’entrée définis uniquement par leur appartenance
a des segments, mais ceci est essentiel pour pouvoir faire co-
habiter des modéles de représentation ou de simulation de
type numérique et de type qualitatif. La nécessité de cette
cohabitation est particuliérement évidente pour les tiches
de supervision ou de diagnostic de systémes dynamiques,
pour lesquelles on a souvent recours i des techniques de
IIntelligence Artificielle permettant de manipuler des in-
formations symboliques, mieux adaptées pour exprimer des
connaissances globales ou imprécises [4].

Nous proposons ici une analyse compléte des réponses
de systémes linéaires invariants représentables par des fonc-

ABSTRACT

This paper proposes a method for computing the response of
a linear time-invariant dynamic system, whose initial state
is known in terms of intervals, to a sequence of intervals.
The desirable property of normality is briefly stated, as well
as the hypotheses to be added. First order and second order
systems are extensively studied, and all the elements neces-
sary to run a simulation are provided.

tions de transfert rationnelles, soumis & des signaux quali-
tatifs du type séquence de segments de R. Aprés avoir for-
malisé le probléme, nous montrons sous quelles hypothéses
et de quelle maniére peut étre déterminée la réponse d’un
tel bloc numérique a ce type d’entrées. Le cas des systémes
élémentaires du premier et du second ordre est traité ex-
tensivement. Enfin, nous discutons les résultats obtenus et
suggérons quelques prospectives de recherche.

2. POSITION DU PROBLEME

Le systéme dynamique auquel est appliquée une entrée
qualitative est, dans toute la suite, linéaire invariant mono-
entrée mono-sortie, commandable et observable. Nous pré-
férons a la fonction de transfert rationnelle

— tmdp™tem1p™ T+ teipte
F(p) - P"+Gn—1pl"_1+'"+dlpti-ﬂo ° (1)

la représentation d’état canonique compagne de commande
qui lui est alors équivalente, de la forme

AX(t) + Bu(t
sy g

{8

en vue de rendre notre probléme local : en effet, comme
le vecteur d’état résume & tout instant le passé du systéme,
pour connaitre sa sortie & ¢, il faut se donner le vecteur d’état
a un instant antérieur ¢~ ainsi que ’entrée sur 'intervalle
t=,1].

Soit Z(t) I’ensemble des vecteurs X(t) vérifiant (2).
Nous supposons que le vecteur d’état & 'instant initial ¢q
est déterminé qualitativement, c’est & dire que E(¢g) est un
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hyperparallélépipéde rectangle! de la forme

=3 (o)
E(to)= ER™:ViE[Lnlw o] (to)<ei(to)Sef (t0) . (3)

zn{tg)

Notre probléme consiste & obtenir une représentation quali-
tative des composantes du vecteur d’état et de la sortie at-
teignables & un instant ultérieur ¢, pour une commande u(t)
donnée & certains instants de [tg, ;] en termes d’intervalles.
Nous rajoutons toutefois ’hypothése, que nous discuterons
ultérieurement, selon laquelle & tout instant ¢, u(¢) est com-
prise entre une enveloppe inférieure u™(¢) et une enveloppe
supérieure ut(t) continues par morceaux.

Dans un premier temps, nous ne recherchons que les
valeurs extremales de la j*®¢ composante de X(¢;), notées
zy (t1) et z} (1), la méthode conduisant aux extrema de la
sortie y~(¢1) et yT (¢1) étant semblable en tous points.

3. SYSTEME D’ORDRE n

A. Rappels
f

En posant 67 =(0 ... 1 0 ), la ™ com-
posante de X(t;) s’écrit comme la somme du régime libre
2f(t1), qui traduit le contribution de I'état initial, et
du régime forcé :c}f(tl), qui ne dépend que de l’entrée
entre les instants tg et ¢;, avec x}(tl) = 5]7’6A(’1‘10)X0 et
:ch- (1) = :01 5feA(’1‘T)Bu(r)dr. Ces deux parties étant in-
dépendantes, le maximum et le minimum de leur somme
sont égaux a, respectivement, la somme de leur maxima et
minima.

Pour le calcul de ces grandeurs, nous ferons implicite-
ment référence aux deux propriétés triviales suivantes de la
fonction max :

Propriété 1: Soient £ et F deux intervalles quelconques
de R, et £ + F lensemble défini par £ + F =
{z€eR (Y1, 2) EEXF, 2=y; +y2} ; on peut écrire

max {€ + F} = max{£} + max{F} (4)

Propriété 2: Soit £ un intervalle quelconque de W%,
A un réel, et A.E£ D’ensemble défini par A.& =
{zeR :Jye& z=A.y}; max{X.£} s%écrit de deux ma-
nieres différentes, selon le signe de A :

max{A.£} = X.max{€}
A. min{&}

siA>0
siA <0 (5)

et au lemme ci-dessous :

Lemme 3: Soient Z un intervalle de la droite réelle, f et g
deux fonctions de Z & valeurs dans R telles que

e f et g sont intégrables sur Z,

o Il existe deux fonctions continues par morceaux g~ et g+

vérifiant I'inégalité Vt € Z, g~ (¢) < g(t) < g7 (t) ;

lou bien “pavé”

si Z~ et ZT désignent les sous-ensembles? de T pour lesquels
f(t) est négative ou positive, respectivement, i.e. si

{tel: f(t)<0}
{tez : f(t) >0}

-
T+

alors les inégalités

Jr- FO g (@) dt + [y £
fZ t) dt < fl’

sont satisfaites.

g~ (@®)dt < [ F(t)g(t)dt
et

f@)g= (@) dt + [, f(t)gT(t)dt
(6)

Preuve :
Pour démontrer la seconde inégalité f fg < f fat + f fg~, 1

suffit de remarquer que

VteZ,

Vg :g7(t) < g(t) < g (1),

e < fWg*(t) & fR)>0 < fH)ert
ety £ fWe™ () © Fu<0 o flyel-

et comme les fonctions fg et fg¥ sont intégrables sur 7 et 7%, il vient
fj;:i: ft)g(t)dt < fzi j(t)gi(t) di

d’ol le résultat, en rajoutant les expressions obtenues séparément sur

I~ et IF.

En refaisant le méme raisonnement sur 'autre inégalité, on re-
trouve le résultat demandé. [}

B. Résultats

Avant d’énoncer le théoréme permettant de calculer
27 (1) et z; F(t1), nous posons les deux définitions suivantes :

Définition 1: On appelle 7€ fonction de commuta-
tion la fonction définie pour tout ¢ € [to, ;] par

o;(t) = 6T eAti= g (7)

Définition 2: Un systéme linéaire invariant est dit nor-
mal sur [tp,?;] s’il n’existe aucun sous-intervalle de [to,;]
sur lequel au moins une des fonctions de commutation est
identiquement nulle.

Solent Za‘j et Z;}‘]. les ensembles des valeurs de ¢t dans
I’intervalle [to,?;] pour lesquelles a;(t) est soit strictement
négative, soit positive, respectivement. Pour un systéme

linéaire invariant mono-entrée mono-sortie normal, :cf “(t1),

[resp. zf *(t1)], contribution forcée minimale [maximale] de
la jéme composante de X (1), est obtenue en appliquant au
systéme initialement au repos I’entrée uj ™ (?) [resp. u} @)
égale & ut(t) [resp u=(t)] sur I et u (t) [resp. u+(t)] sur
Z+j ; u;‘ T et u] sont eﬁ'ectlvement intégrables puisque ce
sont des commandes bang-bang sur un domaine fermé dont
les frontiéres sont continues par morceaux. Leurs valeurs aux
instants de commutation, i.e. aux frontiéres de Z; -; et I+
peuvent étre quelconques dans la mesure ou ces 1nstants
sont isolés. Si le systéme n’est pas normal sur le segment
Iy de [to,t1], les commandes uj ™ (t) et u*+(t) peuvent étre
quelconques sur cet 1ntervalle et néanmoins conduire aux
extrema de z; I(ty)).

2Ces ensembles sont obtenus en faisant la réunion d’un nombre fini
d’intervalles si f change de signe un nombre fini de fois.
g g1
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1. Détermination de :v;(tl)

I suffit d’appliquer au systéme initialement
xi(io) st q)jl(tl - to) >0
z (to) 51 ‘le(tl - to) <0

en X7 (to) = Pentrée uj 7 (1)
z7(tg) st Bin(t; — tg) > 0
zy, (‘to) st q)jn(t] - to) <0

égale &

¢ Sio(t])<0, (i.e. I;; = Up(rzp,rzﬁ_l))
— u”(t) si et seulement 51t € Z;’"j, ce qui s’éeritAp € [0, E (%”- - 1)] :

ri2p+l St1 -t
t] —t <2042

—_ u+(t) si et seulement sit € I;," ce qui s’écrit3p € [0, B (—-—Mz_l)] :
ri2p <t1—1
t1 =t < 75241

e Sio(t7)>09, (i~€- I;J- = Up(r2p+l’r2P+2))

— u~ () si et seulement 51t € I;l'j, ce qui s’écrit3p € [0, E ('TM_I )] :

75.2p S tp—t
t1 =t < 752,41

- u+(t) st et seulement st t € I;j, ce qui s'écrit3Ip € [0, B (%’- - 1)] :

ri2p+1 <t1— 1
t1 — 1 < 752p42

2. Détermination de :cj' (t1)

I suffit d’appliquer au
Ii(to) st Q,‘il (tl - to) <0
N (o) st q’jl(t] —1)>0

systéme initialement

en X;‘ * (o) = : l'entrée u;+(t)
Ii(to) 53 @jn(ty —10) <0
zx (o) si ®jn(ty —10) > 0

égale a
* Sig(t7)<0, (i.e. I;; = Up(rz,,,rzp“))

— uT(t) si et seulement sit € I;j, ce qui s’écritIp € [0, E (M{—l)] :

T3.2p <ty —1

t1 —t < Ti2p41

+ . . + A M .
— uT (1) st et seulement sit € I”j, ce qui s’écritIp € [0, E (~§- - 1)] :

ri2pt1 St -t
t1 =1 < r2p42

e Sio(t7)>0, (i.eA I;, = Up(r2P+1,r2p+2)>

— u”(t) st et seulement sit € I;'j, ce qui s’écrit3p € [0, E (-"2’1 - 1)] :
Ti2p+1 <t 1
Ty =t < Ti2pt2

. . g M—1\7 .
— u+(t) si et seulement sit € I:'j, ce qui s’éeritIp € [0, E (——5—)] :

Ti2p S t1—1
11—t < Ti2p41

Tout systéme mono-entrée mono-sortie commandable
peut s’écrire sous sa forme canonique compagne de com-
mande. On démontre alors que les fonctions de commu-
tation, qui s’obtiennent & partir des réponses impulsion-
nelles par un changement de variable, s’expriment sous
forme de combinaisons linéaires de termes de la forme
(t1 — t)”k.e”"(““’). Commes elles ne peuvent s’annuler sur
un intervalle tout entier, la commandabilité est une condi-
tion suffisante de normalité.

1l vient alors le théoréme suivant :

Théoréme 1: Soit le systéme invariant mono-entrée mono-sortie
commandable décrit par 1'équation d’état (2), sous la forme cano-
nique compagne de commande. Si I'état du sytéme & I'instant %o
appartient & =(to)= (=] (t0).5F () ule (o), (1o, le5 (t0),=E (20)])
alors Pensemble Z(t1) des états atteignables a l'instant t; lorsque
Ventrée u évolue entre u— et ut est inscrit dans le pavé
H(:1)=(1x;(n).z;f(«1)1.--.,1«::(tl),x?(q)l,...,lxz(u),zi(n)l)T, olt les ex-
trema :L‘J-_(tl) et x;’ (t1) de la j*=° composante du vecteur d'état en
t1 sont déterminés comme indiqué dans 1'encadré ci-dessus, le systéme

étant normal, sachant que :

o [@:0] = ( 2n()
jeme lig‘ne de eAt’

®;i(1) ®;n(t) ) désigne la

e M est U'entier naturel fini pour lequel il est possible de définir la
suite (7;.m)me[o,M], des réels possédant les propriétés

- 750 =0;75,m = t1— %,

- rim < Tim41 (e (75,m) croissante)

— Quel que soit m dans [1,M — 1]u, il existe un en-
tier naturel p tel que pour tout ¢ inférieur ou égal

3 2p, (——dq""(""‘))

I = 0, ce qui signifie que sur

=Tj,m

intervalle [0, #; — to], la fonction oj{t1 — ), qui est égale
4 ®;n(t), change de signe sur I'ensemble des r; n, autres
que O et 13 — 1g.

Cet entier M existe car les fonctions ¢; ne peuvent étre consituées d'un
nombre de commutations entre les ensembles {o; > 0} et {o; < 0} qui
croisse 4 l'infini vers un point d’accumulation. M est en outre unique.

C. Détermination des extrema de la sortie

Le probléme de la détermination des extrema y~ (t1) et
y* (¢1) de la sortie & 'instant ¢ pour un vecteur d’état initial
X, donné est déja traité dans les paragraphes précédents si
le numérateur spectral est réduit & une seule puissance de p,
auquel cas la sortie est égale & un état. Dans le cas général,
la démarche présentée précédemment tient & condition de
remplacer la matrice [®;;(¢)] définie dans le théoréme 1 par
[¥;(2)], ou ( W1(t) W, (1) T,(1) ) = Ce#t. On
peut alors définir une fonction de commutation de la sortie
par oy (t) = ¥a(t; — t) = C A(t1 — t) B, et une condition de
normalité de la sortie selon laquelle oy ne s’annule que sur
un ensemble de mesure nulle.

4. SYSTEMES ELEMENTAIRES

A. Systéme du premier ordre

On ne s’intéresse qu’a I’évolution de ’état du systéme
défini par la représentation d’état

2(t) =1 z(t) + u(?)
{3 2 220 | ®

équivalente 3 I’équation différentielle Tg(t) + y(t) = Au(t).
Les fonctions ®11(t) et o1(t), respectivement égales a e~

et e‘ﬂr;“, étant partout strictements positives, ripo et 711
sont respectivement égaux & 0 et t; — ¢, quels que soient o
et t1. Alors,

e 2~ (11) est la réponse du systéme initialement en z~ (to) &
Pentrée u™ (t).

e z+(t;) est la réponse du systéme initialement en z* (o) &
I’entrée ut(t).

B. Systéme du second ordre

Il y a équivalence entre I’équation différentielle
§(t) + 2€wny(t) + wly(t) = Awlu(t) et la représentation
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d’état
X@) = ( o _22 >X(t)+ ( 0 >u(t)
y(t) = (Awp 0)X()

(9)

Trois cas doivent étre examinés, selon que les pdles, &

partie réelle négative, sont réels distincts, doubles, ou bien
complexes conjugués :

Cas ol les pdles sont réels (( > 1) En posant, pour ¢

différent de 1, Tp = % In {4 4 \/Cz—_‘l} quon peut
Wn —
/o argch{(}, et dans le cas limite

1
d’un péle double, Ty = -, le signe de chaque composante

Wy’

aussl écrire Ty =

de e* évolue comme suit :

L ¢t]o To |
o) |+ + + + +
Spplt) 1+ 4+ + 4
0N
Bo(t) ||+ + 0 — -

T
Et en posant X(¢) = ( z1(¢¥) z2(2) )", les valeurs ex-
trémales de chagque composante peuvent étre déterminées de
la maniére suivante :

e Sit; —tg < Tp,

Composante
’ 3 déterminer l Etat initial l Commande

- — —_— T - — -

=7 (1) (=100 =700 ) T =)

T

=t (ey) (=Feo sfeo ) wt = ut)
— —_— T —_— —

=5 (81) ((=to) =700 ) )

5. CONCLUSION

La méthode exposée ci-dessus permet d’obtenir une des-
cription qualitative de la réponse d’un systéme linéaire & une
séquence d’intervalles. Elle montre que la normalité est une
propriété souhaitable, les systémes non-normaux n’étant pas
commandables, et qu’il est alors nécessaire de rajouter une
hypothése sur l’entrée en termes d’“enveloppes” continues
par morceaux.

Le fait de déterminer le pavé II(¢;) qui englobe au mieux
I’ensemble des états atteignables Z(¢;) correspond bien 2 la
description qualitative désirée, chaque composante du vec-
teur d’état étant située dans un intervalle. Cependant, le fait
que certains sommets de II(¢;) ne soient pas atteignables en-
traine la perte de la transitivité—c’est a dire que les résultats
sont en général différents si la méthode est appliquée d’une
part entre deux instants ¢g et {9, et d’autre part entre ¢, et
un instant intermédiaire ¢, puis entre ¢; et ¢, ce dernier cas
conduisant & des pavés le plus souvent non minimaux—ainsi
que I'impossibilité de déterminer correctement y*(t;) par
une expression du type E;:OI cj.:cjﬁl(tl), comme le suggére
la seconde équation du systéme (2). Il peut d’ailleurs étre
intéressant de déterminer des équations de propagation des
pavés de la forme f(to, 1,22, ™, ut, II(¢1), [I(t2)) = 0.

Une méthode voisine pourrait étre appliquée aux sys-
témes discrets pour lesquels (2) est remplacée par une équa-
tion ‘de récurrence. Enfin, pour faire le lien continu—discret,
il serait utile d’établir ’existence de conditions nécessaires et
suffisantes sous lesquelles une séquence d’intervalles contient
la méme information que les deux enveloppes qui I’entourent,
comme le permet le théoréme de Shannon avec des signaux
classiques.
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a = :\;—ﬁ arctan‘/%ig,et b= :;—-1—_? arctan,/%%g,

on montre que le signe des fonctions &;; dépend de ¢ de la

maniére suivante :

[ t || o a b z T-% T—a T T+a
enm ||+ + 4+ 0+ 0 - - - - - o+ + o+ o+
22 Jl o 4+ 4+ 4+ 4+ 4+ 0o - - - - - o 4+ o+
S21(¢) o - - - - - o + + + + + o - -
$22(2) + 4+ 0 - - - - = 0 + + + + + o




