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RESUME

Nous proposons dans cet article des méthodes de traitement
statistique ou d'analyse numérique pour reconstituer en temps réel
un signal échantillonné non uniformément. Notre approche est
essentiellement basée sur une modélisation du signal a court terme
suivie d'une prédiction utilisant le modele obtenu.

La premilre partie concerne l'utilisation d'un filtre de Kalman
pour une reconstitution a partir d'un modele donné. La deuxig¢me
correspond 2 des méthodes d'analyse numérique; nous y
présentons un algorithme de prédiction-correction. La troisiéme
partie présente une méthode d'identification des parametres et de
reconstitution d'un signal AR échantillonné non uniformément.

1. PRESENTATION

L'échantillonnage non périodique, en dépit de ses difficultés, a
depuis longtemps (Cauchy) fait 'objet d'études diverses [1]{2]{3].
Plusieurs raisons en justifient aujourd'hui l'intérét. Par exemple,
un mauvais fonctionnement des instruments de mesure ou de
communication peut entrainer des pertes dans un flux a priori
périodique. Un atitre cas est celui du transport d'informations
"temps réel" sur des réseaux asynchrones. Jusqu'a présent, le cas
le plus fréquent était celui des effets de "jitter”, décalage par
rapport a des instants périodiques. ]

On est amené a considérer deux cas bien précis d'apparition des
signaux & échantillonnage non périodique, auxquels
correspondront deux types de traitements. Dans le premier cas, les
instants d'échantillonnage sont quelconques, les écarts entre
échantillons peuvent prendre leur valeurs dans un ensemble
continu. Dans le deuxi®me, en revanche, il existe une "période
d'échantillonnage cachée” et les temps correspondant aux instants
d'échantillonnage ne peuvent prendre que des valeurs quantifiées.
Nous travaillerons dans ce dernier cas qui correspond par exemple
a des signaux subissant des pertes dues 3 des erreurs de
transmission, tandis qu'un exemple de signal a temps continu
pourrait étre celui d'une modulation A. Nous supposerons donc
que les intervalles de temps d, (d, =t —1t, ;) sont des multiples
entiers de s et qu'ils sont bornés. Nous avons alors: d, = k.,
k, —1 étant le nombre de mesures manquantes entre deux instants
d'échantillonnage. II est sous entendu que le pas de traitement est
arbitrairement égal a un.
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Dans le but de reconstruire un signal échantillonné de fagon
non périodique, on se propose ici d'utiliser des algorithmes de
deux types. D'un c6té, les algorithmes de prédiction qui, & partir
de la connaissance du signal et de son modele jusqu'a l'instant ¢,
permettent de prédire celui-ci aux instantst, +mh , (avec ty :
instants d'échantillonnage, m : entier naturel, & : période
d'échantillonnage cachée), et de 'autre les algorithmes de lissage
qui, connaissant le signal et son modele jusqu'a l'instant #y,
permettent de le reconstituer jusqu'a l'instant d'échantillonnage
précédent.

2. TECHNIQUES_BASEES SUR LE_FILTRE DE
KALMAN

L'idée de départ est ici d'utiliser un filtre de Kalman en tant que
prédicteur. En effet, puisque 1'on ne dispose pas de mesures entre
deux instants d'échantillonnage, on ne peut faire que des
prédictions de 1'état 2 partir d'un modele du signal. L'arrivée de la
mesure 2 l'instant d'échantillonnage permettra d'améliorer la
derniere prédiction mais pas les précédentes. Nous avons pensé &
améliorer ces prédictions en utilisant un lissage par un filtre de
Kalman. C'est donc I'association de ces deux idées que nous
appelons algorithme prédicteur-lisseur de Kalman.

Nous représentons le signal dans l'espace d'état par les
équations suivantes

xr,*l = Al!xl_ + vt,

an = Hz,‘xln + wxl
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x, représente le vecteur d'état a l'instant f,, A, et H,
reprééentent respectivement la matrice de transition et la matrice
des observations au méme instant, v, est un vecteur qui
représente le bruit d'état, c'est-2-dire les erreurs de modélisation
du signal. De méme w, est un vecteur qui représente le bruit de
mesure. Ces bruits sont supposés indépendants et de moyenne
nulle.

Le filre de Kalman choisi utilise les anciennes prédictions
pour en construire une autre; donc plus 1'on fait de prédictions plus
I'on s'écarte du modele du signal et plus l'erreur de prédiction
augmente. De ce fait nous considérons que la matrice de
covariance du bruit d'état, notée (, , augmente lin€airement avec
le temps . Nous prendrons dans ce cas :

Q:,ﬂ' = E[Vz e +|] AiQ,

i €tant l'indice temporel (en nombre de périodes
d'échantillonnage cachées). Le scalaire A et la matrice Q,
représentent respectivement le facteur de pondération servant a
limiter l'augmentation de la variance du bruit d'état et la matrice
de covariance initiale du bruit d'état.

2.1 Algorithme de prédiction
Supposons qu'a l'instant #, on connaisse X, et B,
respectivement estimation du vecteur d'état 2 Iinstant 1,
connaissant le signal aux instants précédents et estimation de la
matrice de covariance de l'erreur de prédiction a priori. On veut
estimer l'état jusqu'a l'instant /., ,, alors qu'on ne dispose d'aucune
mesure entre les instants 1, et .,
On commence par faire une prédiction de I'état i I'instant
L+1:
xl,, I3 TP S
La matrice de covariance de 1'erreur de prédiction est donnée
par:
B =ARA+0,

L,

Puisque 1'on ne dispose pas de mesure 2 l'instant £, + 1, on ne
peut pas faire d'estimation de I'état a cet instant et par conséquent
on ne peut pas améliorer 13,"+l

La prédiction de 1'état 2 I'instant ¢, + 2 est donnée par :

~ ~

X, 0 T A X0

De méme, la matrice de covariance de l'erreur de prédiction 2
l'instant ¢, + 2 est donnée par :

P *IA‘I +1 + Q{ +1

I+2.0, 11 = 1 +1
Or le calcul utilisant les équations de Kalman, de la prédiction
de I'état 2 I'instant 1, +2 (c'est-d-dire X, ., ) nécessite la
connaissance de )‘(,n, qui 2 son tour nécessite 1a connaissance de
I'écart entre la mesure prédite et la mesure effective; or cette
. derniere n'est disponible qu'a chaque instant d'échantillonnage ¢,.
L'idée est alors de prendre :

~

X, =X

el t, e,

De méme le calcul de 13,“2,,",, nécessite la connaissance de
F,_.1, qui est calculée en considérant que l'on a :
P =

L+ R

S

Cela veut dire que nous égalisons les matrices de covariance de
V'erreur de prédiction a posteriori et a priori, pour tenir compte de
l'erreur faite sur l'estimation du vecteur d'état.

La prédiction de ce vecteur se fait jusqu'a l'instant £, — 1. A
l'instant suivant, c'est-a-dire 1,,, la mesure effective est
disponible, le vecteur d'état est alors estimé en utilisant 1'équation
suivante [4]:

-H

X 1,

il

X +k, ,(x X

L+l 1ot vk, -1 1+ 1,+1|1,+k,—1)

k . = [)ln?l,[KOk!—l

H(H PEIRAEY AEd l+l+R)

R étant la matrice de covariance du bruit de mesure qu'on
prendra nulle, puisqu'on considére que les mesures sont
faiblement bruitées.

2.2 Algorithme de prédiction-lissage

Dans un souci d'améliorer les valeurs données par les
prédictions du vecteur d'état, nous avons pensé tout simplement 2
les lisser, ce qui améliore considérablement les performances de la
reconstitution.

On note par illr...’ le vecteur d'état filtré A l'instant ¢, et par X,
le vecteur d'état prédit a l'instant 1, avec ! variant de £, , & ¢, avec
un pas égal & -fi.

A partir de l'algorithme de prédiction, nous pouvons calculer
'estimée de I'état & I'instant od la mesure arrive, c'est-a-dire a ¢,
Cette estimée va nous permettre d'avoir une valeur lissée de 1'état
alinstant 1,,, -1 en utilisant 'équation itérative suivante :

=%, +C,(X —A,Mi,)

ntl

X
1ty t+llt,,

A

C:PA

! L

(Af.m ”AT + Q )Al

L'algorithme de lissage se résume en une équation récurrente
selon les indices décroissants dans laquelle:

X, estcalculé a partir de %, , et des conditions initiales
qui représentent la mesure a l'instant d'échantillonnage

X
(PR3 {[

n+l*

2.3 Remarques

- L'algorithme prédicteur-lisseur de Kalman introduit dans le
traitement un retard de valeur (d,),,,,.

- L'étude théorique de la convergence de cet algorithme est trés
complexe puisque dans le cas ot le nombre de mesures qui
manguent est supérieur a un, le nombre de cas a considérer
devient trés important. Il ne nous a pas paru possible d'étudier
analytiquement cette convergence. C. CHEN [5] a démontré la
convergence d'un algorithme de Kalman dans le cas oi1 une seule
mesure manque.

- Les performances de cette méthode dépendent
essentiellement de la qualité de la modélisation du signal.

3. RECONSTITUTION PAR_PREDICTION-
CORRECTION

Les algorithmes de prédiction-correction sont des algorithmes
a pas multiples et sont trés utilisés en analyse numérique [6].
Toute combinaison d'algorithmes de prédiction et de correction
peut €ire mise sous la forme canonique matricielle que nous
prendrons comme éguation d'état.

Le prédicteur est défini par:

A% =ax, +hbf, (3.1)

1+l

acle @ . )



x, f(x,.0)

-1 flx, .~ 1)
x’. = f’, =

x,l_p f(X,‘ »p’[n_p)

1 .
x:(,)‘.' =flx, 1, —6)
Le correcteur est défini par:

U =ax, +hW XY +hb GV ) (3.2)

1 +1 t, +1?

avec
a’=[a,’ a, a;,]
v=[ b .. b
x?
X = X:.Izl

lﬂ

(1)
f-p

Il s'agit de faire une prédiction en utilisant 1'équation (3.1) et
ensuite de corriger cette prédiction en utilisant I'équation (3.2).
Pour pouvoir faire un traitement en temps réel nous nous
contentons de ne faire qu'une seule correction c'est-a-dire de
prendre j = 0.

L'étude de la stabilité des prédicteurs linéaires {7] nous améne
a considérer des ordres faibles et donc des traitemnent locaux. Dans
ce sens nous choisissons le prédicteur d’Adams-Bashforth d'ordre
trois :

23 16
x[[:’ll =X, +h[Ef(xln’tn)_-E‘f(xl,“l'tn—l - 1)]

5
+ hi:ﬁf(XI" sl — 2)j|
et le correcteur d'Adams-Moultons d'ordre quatre:

” : 9 19
= bl +f{§f<x,,‘,,tm, + 1)—§f(x,,’fn)]

5 I
+ h[az.f(xl,—l’[wl -+ zf(x:,-z’tn-z - 2):|

La formule de Taylor s'écrit:
p N .
x5 =2 G, (33)
i=1

Nous constatons que le prédicteur et le correcteur ne font
intervenir que l'information x, a l'instant £,;, et les valeurs de la
dérivée premitre aux instants #,, I, —1 et t, —2. En conséquence
nous choisissons le vecteur d'état x, selon:

X,
hx"
1,
S
hx?,

m
hx,’,

X,

L'application du filtre de Kalman va nous permettre d'une part
de lisser les informations prédites et corrigées, d'autre part

: 1 s . . .
d'estimer xf_’, et par suite d'avoir une approximation de f(x, ,,).

ARl

De plus nous approximons f(x,[:’],tn) par . Nous

(]

mettons ensuite les €équations (3.1) et (3.3) sous forme d'équation
d'état, ce qui donne :

B 165
12 12 12
A = 0 3 -3
0 1 0 0
0 0 1 0
et
H, =1 0 0]

La matrice A, va nous permettre de prédire I'information;
quand a I'équation (3.2) elle va nous permettre de corriger cette
prédiction. Au nouvel instant d'échantillonnage, un filtre de
Kalman utilise la mesure pour lisser les informations prédites et
corrigées, ce qui introduit un retard de reconstitution au plus égal
A (d) -

4. Identification des parametres et reconstitution d'un
signal AR

4.1 Introduction

Dans le but de reconstruire un signal autorégressif sans
connaitre les parametres de son modele, on se propose d'identifier
ces parametres a chaque instant d'échantillonnage et de
reconstruire le signal avec un retard maximum égal a (d,),,,-
Pour cela, nous utilisons une combinaison de deux algorithmes
récursifs : l'algorithme des moindres carrés récursifs et
I'algorithme prédicteur-lisseur de Kalman.

Nous considérons que le vecteur des parametres reste constart
entre deux instants d'échantillonnage. La matrice A, utilisée dans
I'algorithme prédicteur-lisseur de Kalman va varier en fonction du
vecteur des parametres identifiés.

4.2 Algorithmes RLS et prédicteur-lisseur de Kalman
On considére un signal AR représenté par son équation aux
différences:

X, +9:sz, =b,
en posant :
o, =[a, a, aP]

T
X, = [x:,-l X -2 x:,—p]

4.3 Exposé de la méthode

L'aigorithme RLS [8] permet d'identifier le vecteur des
parametres é,A qui sera introduit dans la matrice de transition 4, -
du modele d'état. Dans le cas d'un signal AR d'ordre deux nous
aurons :

_dlt, _dZI!
]

Ce qui nous permet en utilisant l'algorithme prédicteur-lisseur
de Kalman de reconstruire le signal entre deux instants
d'échantillonnage en gafdant A, constant pendant ce temps.

Dans la réalité, il est bien sfr nécessaire d'introduire un facteur
d'oubli qui améliore d'ailleurs les performances de la
reconstitution.
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5, Echantillonneur efficace

En guise d'application de ces procédés de reconstruction, on a
cherché a minimiser le nombre des échantillons nécessaires 2 la
reconstitution d'un signal par un algorithme donné avec une erreur
donnée, que I'on a choisi quadratique. Pour ce faire on considére
la limite supérieure r du rapport:

_ m .- m,
’;Rri - m

[n

m, et m, ., représentent respectivement la pente du signal a
I'instant , (pente de référence) et la pente du signal 2 l'instant
1, +1; quand un point est échantillonné sa pente devient la pente
de référence. On borne aussi I'écart entre les amplitudes de deux
échantillons consécutifs par une quantité ¢.

L'optimisation porte alors sur les deux valeurs r et ¢, ce qui
permet ensuite d'en déduire les instants d'échantillonnage.

Ce type de méthode peut étre appliquée, par exemple pour
minimiser le nombre de points de mesures d'un signal, ce qui
correspond souvent a la minimisation de la consommation d'une
électronique intégrée, ou aussi dans des techniques de
compression d'informations en vue de leur transfert.

6. RESULTATS

Dans ce paragraphe, nous préscntons les résultats de la
reconstitution d'un signal AR d'ordre deux, échantillonné avec une
période qui suit une loi de distribution uniforme et de moyenne 10
fois la période cachée.

L'algorithme utilisé pour reconstituer le signal AR est le
prédicteur-lisseur de Kalman utilisant une modélisation par série
de Taylor d'ordre deux (fig. 5.1). Nous avons reconstruit le signal
A partir de la connaissance de 23% seulement du signal global.

Pour évaluer les performances de ces algorithmes, nous
utilisons deux erreurs, une locale et une autre globale.

L'erreur locale est la racine carrée de l'erreur quadratique
moyenne entre deux instants d'échantillonnage. L'erreur globale
est une erreur relative, scalaire exprimant le rapport entre la
dispersion de l'erreur de reconstitution globale et la dispersion du
signal a reconstruire.

La figure 5.2 représente les courbes d'identification des
paramétres du signal AR obtenues par l'algorithme RLS et le
prédicteur-lisseur de Kalman. Ce résultat montre qu'il est possible
d'identifier et de reconstituer des signaux dans lesquels manquent
50% d'échantillons.

- Tran plein = Signal niiat
2f - En pointilies = Signal reconstrun
- Nombre d'echantilons utilises = 45

20 40 BO 100 120 140 160 180 200

60
Fig. 5.1 - Predictour-Lisseur do Kalman

Coethaients identlies du signal AR}2)

PSSR caon Y

50 100 150 200 250 300 350 400 450
Fig. 5.2 - ldentilicaion RIS Predicteur-Lisseur do Kalman

7. CONCLUSIONS

Les résultats de simulation présentés montrent une bonne
reconstitution des signaux, a la condition d'accepter dans le
traitement un retard pur égal au plus grand intervalle entre
échantillons, II apparait qu'un choix judicieux des instants
d'échantiiionnage améliore la reconstitution du signal de facon
considérable.

On remarguera que les modeles utilisés sont des modeles
locaux ("a court terme™) puisque, dans 1'optique choisie, I'erreur de
mesure et l'erreur tolérable sur la reconstitution sont faibles. Ces
modeles locaux présentent en conséquence des ordres peu €levés,
aussi bien dans l'approche "signal” (modéles AR) que dans
l'approche "analyse numérique” (modeles polynomiaux).
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