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RESUME

Les ) champs markoviens, de part leurs liens avec les
distributions de Gibbs, sont caractérisés par le choix
d’une topologie (ou systtme de cliques) et le choix d’un
ensemble de fonctions & variables multiples (ou famille
de potentiels). Nous proposons d’exprimer les potenticls
sous une forme polynomiale canonique et développons une
méthode d’estimation des paramétres induits par cette
nouvelle formalisation.

1 INTRODUCTION

Les modeles stochastiques font Dobjet de
nombreuses recherches et applications en reconnaissance
des formes aussi bien pour segmenter des objets que pour
restaurer des images ou encore synthétiser et analyser
des textures (5,6).

Dans ce contexte, lintérét pour les. méthodes
markoviennes réside dans la souplesse et la diversité
des modélisations possibles d’une part, et dans leurs
fondements mathématiques qui garantissent, grice A
Pinterprétation en termes de distributions de Gibbs,
Péquivalence entres approches locale et globale lors de
la définiton du modele (7).

Toutefois, d'un point de wvue pratque, si les
algorithmes utilisés en synthése markovienne (ICM,
recuit simulé..) sont bien maitrisés, ainsi que leurs
propriétés de convergence, le choix de la topologie et
des différents potentiels reste trop souvent pragmatique
et tributaire de ’application considérée.

En introduisant puis formalisant la notion de
potentiels canoniques, nous proposons ici une approche
générale, indépendante de 1’application et du type
d’image, permettant de limiter ou de simplifier les
hypothéses a priori et unifiant les différents modéles
décrits dans la littérature. En outre, nous développons
une méthode pour estimer les paramétres intrinsques aux
potentiels canoniques fondée sur 1'analyse statistique
des images.

2 POTENTIELS CANONIQUES

2-1 Existence et unicité
Soient Q =1{s se {IN] ] un ensemble de sites
et A={ u, ie (1M} )} un ensemble d’états.

Considérons une probabilité P sur ot .

P: oM o
vérifiant la contrainte de positivité :
Hi: YVoe Q P >0
Alors P s’écrit sous la forme d’une distribution de

Gibbs :
P(w) = exp(log(P(®))),
et nous avons (2) :
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The links between Markov’'s Random Fields and
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of multiple variable functions (ie. a family of
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estimating the parameters relative to this formulation.

Théoréme 1 :
P(@) = exp( £ V (@)
AGQ

avec V (@) = = (-1)=*“BlogP@a®)
A
. B - BLA B .
olo=osiie B et o= 7‘0 sinon.

Démonstration :

W20 5B (DT P logPlr)

= 4 2Zp (DT Pog(ay
1%cas : B = Q alors A =B ctiAgB(-l)card(A'B) =1

2cas : B < Q alors & = B U { @@
etAe { BU {mi}, B U {o)i,mj},..., B U {m],...,mp} }.
Nous avons donc :
_ Card(A-B)= . Z 3 _1yP
ABB(I) p+Cp Cp+...+(1)

P
- 139 1

= (1-x)®
!x=l

= 0.
Ce qui établit : Voe Q AE.Q v A(o)) = log(P(m)).

Remarquons que le fait d’avoir co?=ko pour i¢B revient a
particulariser un état de A.

Considérons une clique C de P(Q).

Définition 1 :

P est markovienne relativement @ C si et seulement si :
VA(oo) #0 <= AeC

L’énergie d’une distribution de Gibbs se décompose donc

en une somme de potentiels V R

Cette décomposition U=ZV N n'est pas unique, d’ol la

multiplicité =~ des familles numériques de  potentiels
possibles et des erreurs de modélisation. Pour lever les
ambiguités et conflits ainsi créés, nous proposons le
théoréme suivant :

Théoréme 2 @

Soit P vérifiant Hi. L’énergie de la distribution de
Gibbs associée 3 P se décompose de fagon unique sous la
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forme :
U(@) =,Zq V, ()
on VA satisfait la propriété P1 suivante :
(Hse A, o;s=7L0) => VA((D)=0.

Démonstration :

L’existence est immédiate puisquelle découle
de la décomposition introduite dans le théoréme 1.
Pour établir [D’unicité, supposons qu'il existe deux
décompositions. On a alors :

exp(, ZqyV, (@) = exp(,Eo V(@)
d’ol : Vo e A 2oV, @ = ZoVi@).

D’aprés Pi1, en considérant m=(?uo,?\.0,...,lo,us,7\,o,...,7\.0),

nous obtenons : V uxeA v (sgm) =V (ssw).
Or, ces potentiels ne dépendent que de u donc :
Vse Q V,s}= VES},

ce qui montre que les potentiels associés aux cliques
d’ordre un sont égaux. o e .

En considérani W = RpenRpoR oA WA A ),
nous obtenons 1'égalité des potentiels associés aux
cliques d’ordre deux. Par récurrence, 1'égalit€ terme 2
terme de tous les potentiels est établie, assurant ainsi
I'unicité de la décomposition.

Les potentiels définis par le théoréme ci-dessus sont
appelés potentiels canoniques associés a 1’état 7‘0'

Une expression de ces potentiels est donnée par Snell et
Kinderman (théoréme 1). Dans le cas ol 7‘0 = 0, une autre

expression de ces potentiels est donnée par Besag (1).
L’intérét du théoréme 2 est d’établir que deux familles
de potentiels associées a4 une méme famille de potentiels
canoniques sont donc €quivalentes.

2-2 Champs markoviens et potentiels canoniques

Définir un champ markovien consiste & se donner un
systtme de cliques (sous-ensembles de Q pour lesquels les
potentiels ne sont pas nuls), ce qui revient & se définir
une topologie ; puis un ensemble de fonctions (potentiels
associés aux cliques choisies). Cette démarche est celle
utilisée en traitement des images, le choix des cliques
se faisant par l’intermédiaire du choix d’un systtme de
voisinages. Un bon exemple peut étre trouvé dans (7).

Considérons un champ markovien dont les potentiels
sont notés VA et soient V;\, les potentiels canoniques

associés 2 ce champ markovien. Introduisons quelques
définitions avant de poursuivre.
Définition 2 :

Le nombre entier 0 = max {card A, A tel que VA:& 0}

est appelé ordre de la famille de potentiels.
Proposition 1 :

L’ordre de la famille de potentiels canoniques est
inférieur ou égal a celui de la famille initiale.
Définition 3 :

Une famille de potentiels est dite dégénérée si et
seulement si son ordre est strictement inférieur Q celui
de la famille de potentiels canoniques qui lui est
associée.

Définition 4 ;

Un systéme de cliques est dit stationnaire si et

seulement si pour toute translation t sur Q on a :

(Ae C,HA)c Q) =>1HA)e C
Un champ markovien dont le systéme de cliques associé
est stationnaire sera dit topologiquement stationnaire.

Définition 5 :
Un champ markovien est dit stationnaire si et
seulement si :
1) Il est topologiquement stationnaire.
2) Pour toute translation t sur £ on a :

(Ae C,HA)e C)=Vi= Vo

3 DECOMPOSITION SUR UNE BASE POLYNOMIALE

3-1 Base polynomiale de Lagrange

Nous proposons d’exprimer les potentiels canoniques
sous forme polynomiale. Pour cela nous nous inspirons de
i_a qlélcomposition proposée par Besag (1) qui considére les
amilles :

V{S,-~--spl(x1""xp) = X XX X XGSI"'-SP(XIW,XP)
de potentiels vérifiant la propriéé P1 pour A=0 et donc
canoniques.

Dans ce cas, la fonction G est définie point par point.
Nous proposons de conserver cette structure de potentiels
en prenant pour G une fonction polynomiale. Nous
considérons donc pour chaque clique :

.....

Nous définissons alors une famille de potentiels

canoniques associée a 7»0.
Plagons nous maintcnant sous les hypothéses suivanies :
H2 Toute clique est de cardinal fini,
A, espace des états, est fini,
Notons que ces hypothéses sont d’emblée vérifies sur des
images.
Un potentiel associ€é 2 la clique C est alors une fonction

de A®“C dans R Il est donc parfaitement défini par un
(card AY™C . . . .

élément de R ce qui établit un isomorphisme

entre cet ensemble et I’ensemble des potentiels sur C.

¢ r‘:lAt:andC

Que devient Ihypothdse (Hi) sur R®™™ 2 Un
potentiel doit étre nul si un des sites, élément de la
clique associée, vaut }‘o' Par conséquent l’ensemble des

a4 C est isomorphe 2
cardC cardC

ReerAD T D’autre part, geahn est

isomorphe 2 Iensemble des polyndmes de variables

Xl,...,Xp de degré strictement inférieur & cardA par

rapport 2 chaque variable et divisibles par 7 (Xi-ko).

potentiels canoniques associés

1
Notons Hpcet ensemble. L’ensemble des potentiels associés
42 C est donc isomorphe 2 IT,. Tout potentiel associé a C
se décompose de fagon unique sur une base de HP. La base

polynomiale de Lagrange sur laquelle seront décomposés
les différents potentiels peut étre exprimée comme suit :

MO 1 GGl Y ), @) e AR,
i=1 uGA,U¢7\.0 ! ! ! 1
Nous avons alors :
V(X X ) =
% (G (X;U)/(U;u))(X;XO)/(U;KO))VC(UIuup)~

(ui )GN(xgardC uEA,lHéxo

A ttre d’exemple décomposons le modéle d’Ising défini
en 4-connexité sur la base polynomiale canonique de
Lagrange associée & 7»0= 0:
Les potentiels (associés aux cliques d’ordre deux) sont
alors initialement exprimés par :

V. (xy) =B szy.
La décomposition canonique fait alors

cliques d’ordre un et deux. )
Pour C = {x}, la base polynomiale est constituée du

polyndéme X et nous avons Vc(x) = V(1) x = 4P x,
Pour C = {x,y} , la base polynomiale est constituée du
polynéme X1X2 et nous avons V C(x,y) = V(,1) xy = 2P xy.

intervenir les



L’énergie s’écrit alors :
Ux) = B(;'. -4x +ny2xy) = § Z2xy-x-y

= B Z2xy-x>y’ ((xy) € {0,1})
=BX-xy)P =P § A=pEs .

3-2 Base polynomiale usuelle

Pour les modeles 2 plusieurs niveaux de. gris, les
polyndmes de Lagrange vont &tre d’un degré urés élevé. En
conséquence, bien que les coefficients des potentiels
dans cette base présentent I'avantage d’étre égaux i la
valeur du potentiel au point correspondant aux vecteur de
base considéré, nous prendrons comme base polynomiale la
base usuelle fournit des polyndmes de degré moindre tout
en mettant en valeur les différentes symétries.

Exprimons maintenant ces polyndmes pour les potentiels
les plus couramment utilisés.

En segmentation d’images, les champs markoviens
sont souvent utilisés pour modéliser 1'image des labels
(image segmentée) via un modéle de Potts (généralisation
du )modéle d’Ising & un processus A plusieurs niveaux de
gris). :

Le modele de Potts agit sur les cliques d’ordre deux de
la fagon suivante :
Vo) = B8,

X et y pouvant prendre des valeurs entiéres entre O et M,

nous avons .
V(x,y) = lim B( (x-y)* -1)™.

2
n-0 M

Dans la pratique, il faut prendre un n fini, une
valeur trop petite de n défavorisant les niveaux de gris
extrémes (fig. 1 et 2).

B- Vixy
T courbe 1 Courbe 1 : modele de Potts
coysbgn o ""‘/’r ( n=ouw )
L7 Courbe 2 : modele approché
,’ ,” courbe 3 n grand
iy Courbe 3 : modele approché
[x-yr n petit

Figure 1 : Allure des potentiels pour un modéle de Potts.

En restauration d’images ou encore en synthése de
textures, le modéle le plus couramment utilis€é est le
modeéle gaussien d’ordre deux pour lequel la différence
des deux pixels d’une méme clique suit une loi gaussienne

centrée ie. V(x,y) = —(x~y)2/20'2.
Dans ce cas, la décomposition canonique sur la base
polynomiale usuelle est immédiate et donne en

4-connexité : V) = -Ax*26° et V,y) = 2xy/202.

IV ESTIMATION DES PARAMETRES
4-1 Ordre deux : cas général

L’estimation des paramétres se réduit donc a
Pestimation des coefficients des différents polyndmes.
Etudions le cas d’un ordre deux ol V = {yi} représente le

voisinage de x. Les potentiels VA sont notés pl(x) et
p;(x,yi) et les probabilités sont notées P. Nous ' avons

alors . .
P(x)e<Zexp(-p, (x)-Zp,(x.y ))=exp(-p, (x)Z I exp(-p,(x,y))
y Yi i

i
d’olt d’apres le théordme de Fubinii:
P(x) o= exp(-p,(xDII X exp(-p,(xy)) [},
iy,

1

AAnA

[eV4e]

P(x) peut &tre aisément estimée A partir de l'image. De
méme, les probabilités conditionnelles sont exprimées
par :

P(x/V) o exp(-p,(0)-Z pixy)) 2L

directement

Ces probabilités conditionnelles,
conditon HI,

accessibles sur 1'image, lies a la
fournissent une estimation des polyndmes grice aux
formules [1] et {2]. Néanmoins, pour obtenir une
estimation fiable, la présence d’un assez grand nombre de
représentants de chaque type de configurations de
voisinage est nécessairesEn pratique, les deux formules
précédentes peuvent se révéler E&we d’une utilisation
délicate. Une solution consiste alors 4 utiliser des
symétries obtenues soit par détection sur limage, soit
par hypothése. Ainsi, des propriétés d’isotropie ou
encore la rcstrictioxl aux polyndmes ne dépendant que de
la différence (x-y)* permettent, sans perte de généralité
dans la plupart des cas, d’obtenir des estimations
fiables et robustes comme nous allons le démontrer sur
les exemples qui suivent.

4-2 Cas de potentiels de degré deux

Afin de mener les calculs jusqu'a leur terme,
considérons des potentiels de degré inférieur ou égal a
deux. Les potentiels, de type canonique, sont alors
donnés par :

Vi) = azx2 +ax,
_ 2.2 2 2
Vix,y) = b22x Yo+ bz,lx y + bizxy + b”xy.
Par suite, si ’on note m, la somme des voisins et mzla
somme des carrés des voisins, nous avons :
2 2 2
P(x/V) o exp-(azx +ax+ b22x m,+ bmx ml+b12xm2+buxml)
2

P/V) =< exp-[(a2+b22m2+b21ml)x + (al+b12m2+buml)x].
En posant :

A= a, + bzzm2 + bnm
nous avons alors : )
P(x/V) = exp -[A ( x + B2A ).

P(x/V) est donc une gaussienne centrée en B/2A et de
variance 1/2A. '

Pour  différentes  configurations de  voisinage,
ie.différentes valeurs de m, et m,, I’extraction de

P(x/V) permet d’estimer A et B, les paramétres étant
donnés par résolution d’un systtme linéaire.

4-3 Application au modéle gaussien

, e B = a + bum2 + b”ml,

Appliquons cette démarche au modele simple et I{és
utilisé ‘en traitement des images qu’est le modéle
gaussien stationnaire en 4-connexité. Les potentiels sont

donnés par :

V() = (x-)720; et Vxy) = (cy)/207,
Les potentiels polynomiaux canoniques associés sont :
p,() = (1/2o2l+4/2o§)x2 - 2uP20°x et pxy) = -2xy/c.
Les paramétres 2 estimer sont alors [, G, €t O,

Ni :
P(Oxl}il)a‘:n:xp(—(x-u)zﬂcz - 41262+ 2x(xX P 40207

o exp(-(x—u)Z/ZO% - 4:;”'/252 + 3xm/292)
o eXp (-(1/2<>21+4/2cs§)x2 + 2ux/20; + 8xm/20§)
oc EXP —(Ax2 + B(m) x)
oll m est la moyenne du voisinage.
En posant o = 120} et B = 4/20} on a
P(x/V) o exp(-(o+B)[x-(uomB)/(c+B)I).

P(x/V) est donc une gaussienne de centre
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(no+mB)/(o+P) et de varance 1/2(a+P). Pour les
configurations de voisinage les plus représentées sur
I’image, nous extrayons les distributions de P(x/V). Les
moments d’ordre un et deux de ces distributions nous
permettent alors d’estimer A et B(m) (fig. 3). Cette
démarche a été utilisée dans (8).

V CONCLUSION

En résumé, nous avons développé la notion de
potentiels canoniques et défini les hypothéses minimales
afin de garantir l'unicit¢ de la famille de potentiels
associés a4 un systtme de cliques dans un modele
markovien. Nous avons montré que cette approche permet
d’unifier les différents modeles markoviens généralement
utilisés en traitement d’images tout en simplifiant les
hypothéses a priori.

De plus, en exprimant les potentiels canoniques sous
forme polynomiale, P’estimation des paramétres
intrinséques au modéle se rameéne, quel que soit celui-ci, Figure 3a
a4 Destimation des ccefficients des polyndmes. Dans le

Sk
: Modéle polynomial de degré deux.

cas particulier du modele gaussien (potentels de degré
2), nous avons explicité les calculs. Valeurs réelles Valeurs estimées
Nos recherches actuelles concernent le développement
de méthodes d’estimation dans le cas le plus général a -m A(><104) B(m) A(x104) B(m)
partir des techniques probabilistes fondées sur les %100 X100
probabilités conditionnelles. Enfin, 1’approche présentée 105.75 4.2 8.7 4.4 9.2
ici sera utilisée pour analyser des scénes SPOT en vue 093.25 42 7.9 472 83
d’une segmentation et d’une classification antomatique 104.50 4.2 8.6 4.4 8.8
il 2 S 104.25 4.2 8.6 3.7 7.6
103.00 4.2 8.5 3.9 7.8
103.75 4.2 8.6 4.2 8.3
101.00 4.2 8.4 4.5 9.6
094.75 42 8.0 3.9 7.4
101.75 4.2 8.5 4. 8.9

Figure 3b : Estimation d’un modéle d’ordre
deux et de potentiels canoniques de degré
deux pour les valeurs de m (moyenne du
voisinage) les plus représentatives.
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