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RESUME

Pour résoudre les problémes mal-posés en
restauration d’image, on fait essentiellement appel aux
techniques de régularisation. L'application de la
régularisation aux problémes mal-posés nécessite le choix
d'un paramétre et d'un opérateur de régularisation. Dans
cet article nous nous intéressons plus particuliérement au
choix de l'opérateur. L'opérateur algébrique le plus utilisé
est le Laplacien 2D. Nous proposons de définir une famille
d’opérateurs de régularisation basée sur des filtres utilisés
en  transformée en ondelettes bi-orthogonales en
quinconce. Ces opérateurs permettent de s'adapter aux
caractéristiques des données du probléme. Les
performances de ces opérateurs sont illustrées & travers
un exemple de restauration d'une image de vue aérienne.

'L INTRODUCTION

Comme beaucoup de problémes inverses rencontrés
en physique, la restauration d'image appartient & la classe
des problémes inverses mal-posés. Ces problémes n'ont pas
pour toute observation une solution unique dépendant
continiment des données. Alors que les problémes
d'existence et d'unicité de la solution peuvent étre aisément
résolus & l'aide des notions d'inverse et d'inverse
généralisé, celui de l'instabilité de la solution due aux

erreurs sur l'image observée reste entier.

L'utilisation de techniques de stabilisation de la
solution est nécessaire. Les méthodes de la théorie de la
régularisation sont particuliérement bien adaptées a ce
type de probléeme (10:14), Le concept de régularisation en
restauration d'image est trés utilisé pour (46,9,12,15,16) gog
aptitudes 4 prendre en compte l'information a priori. En
effet, dans le but de stabiliser la solution, il est nécessaire
d'introduire une information a priori sur cette solution.
Cette information peut &tre soit stochastique (6,12,15)
(distribution de probabilité, entropie, ...) soit déterministe
(6,9,15) (positivité, douceur, ...).

Dans la suite de cet article nous nous intéresserons a
une approche déterministe : la régularisation algébrique
de 1a solution.

II. REGULARISATION DE PROBLEMES MAL-POSES

La restauration d'une image dégradée par un systéme
linéaire invariant par translation consiste (une fois
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I'équation intégrale discrétisée) a résoudre le systéme
suivant : '
1) y=Hx+n

olly, x et nsont des vecteurs représentant respectivement
I'image observée, 1'objet et le bruit. Ceux-ci sont formés des
valeurs des échantillons ordonnés dans 1ordre
lexicographique. L'opérateur H est une matrice construite
a4 partir d'un échantillonnage de la fonction de
dégradation. Nous supposerons par la suite que cette
derniére est connue. ’

La régularisation au sens de Tikhonov-Miller est
analogue a une technique de minimisation de type Moindre
Carré Sous Contrainte (MCSC) (1,8,14), La contrainte est
choisie de facon & restreindre la solution & un ensemble
convexe représentant ici une forme d'information a priori
sur l'image objet : "un degré de douceur".

L'idée principale pour obtenir une solution stable a
partir de 1'équation (2.1) est de modifier celle-ci. La solution
régularisée peut alors é&tre trouvée en minimisant par
rapport a x le Lagrangien suivant :

22) Jxo)=lly-HxIP+a|GxIP

ol G un opérateur défini non-négatif de régularisation et o
un scalaire positif tel que o — 0 lorsque || ||> - 0.

La minimisation du critére J(x,0), donne la solution
suivante (en supposant que (H'H + a G'G) soit inversible) :

N

2.3) X,

=(HH+a GG 'HYy
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La relation (2.3) montre comment 1'équation initiale
y=H x + n a été modifiée pour donner une équation qui est

un probléme bien-posé.

L'observation de (2.8) montre aussi que, lorsque le
multiplicateur de Lagrange o, ou paramaétre de
régularisation, tend vers 0, le filtre de type MCSC tend vers

un filtre pseudo-inverse (H™H) 'H". Dans ce cas précis, sl

y a du bruit sur I'image observée, la solution § @G

instable & cause du mauvais conditionnement de H et, par
12 méme, de celui de H'H.

Pour un opérateur G fixé, le paramétre « est choisi de
telle facon que le "degré de douceur” sur la solution soit
satisfait : celui-ci permet d'avoir un compromis entre

précision et stabilité de la solution Q(a o

devient

Si l'on suppose que H et G ont une structure bloc-
circulante & bloc-circulants, une diagonalisation de ces
matrices par transformée de Fourier 2D (1), permet une
représentation fréquentielle du filtre inverse.

Cette décomposition en valeurs propres donne une
idée du role de l'opérateur de régularisation. On remarque
ainsi que si H agit comme un filtre passe-bas, G doit alors
se comporter comme un passe-haut.

Pour cette raison, parmi les opérateurs algébriques
les plus couramment utilisés en restauration d'image (9,15)
se trouve le Laplacien 2D.

L'opérateur de régularisation doit prendre en compte
au mieux les informations dont on dispose sur les données
(fonction de flou, image, ...).

Dans cette optique, nous avons généré a partir de
filtres utilisés en transformée en ondelettes bi-orthogonales
en quinconce, une famille d'opérateurs de régularisation
dont le Laplacien 2D fait partie. Ces filtres sont associés a
des fonctions d'ondelettes ayant des degrés de régularité
différents.

1. TRANSFORMEE EN ONDELETTES

Nous présentons ci-aprés les données nécessaires au
calcul des différents filtres de la transformée en ondelettes
bi-orthogonales.

Les bases d'ondelettes bi-orthogonales introduites par
Cohen, Daubechies et Feauveau (5 permettent de
représenter une fonction f de L%R) sous la forme d'une

combinaison linéaire d'ondelettes ﬁ}’;,(x) =2 \]’J(Z'jx -n)ouj

est un indice de résolution et n un indice de translation. On
a alors :

BD f=3 aP¥h avec a(f) =<fyb>= [FOU(X) dx
J.n

od !, est la base duale de ..

De fagon & construire une analyse multirésolution
(5,11) {] est nécessaire d'introduire d'autres fonctions

oh(x) = 272 ®(2%x - n) et leurs duales &, , appelées fonctions

d'échelle. Pour un indice de résolution j donné, la
projection de f sur les ¢}, donne une approximation de la

fonction f & la résolution 27, Les coefficients d'ondelettes
¢y représentent 'information perdue entre l'approximation

de f & la résolution 27*! et celle a 27,
Lorsque f est donnée sous forme d'échantillons {x,} on

prend ceux-ci comme une approximation de f & la
résolution 27 soit (). L'analyse multirésolution s'exprime

alors sous la forme d'un algorithme pyramidal de
décomposition en sous-bandes :

32) A= h x et &'=Yg &
. k k

olt h est un filtre passe-bas et g un passe-haut. Il faut noter
que le filtre h ne correspond pas au filtre de dégradation
défini en (2.1).

La synthése du signal est donnée par :

33) Xl = 2B, 2 + 8y, )

La reconstruction est exacte si les relations suivantes
entre les différents filtres sont vérifiées :

34) g, = (-1) h_n+1 et

g =(-D"h

n+1

™M
=

n Moo = B0

A partir des conditions (38.4), si 1'on veut calculer des
filtres h et h qui soient symétriques (25, il faut résoudre
l'équation polyndmiale suivante :
35) H(w) fi(w) + H(owm) Alom) = 1
ol H(w) et H(®) sont des polynémes trigonométriques.

De plus, des conditions de régularité sur ¥, et y’,

impliquent que H(w) et H(®) soient respectivement

divisibles par (1+ej°’)k et (1+ej"’)z. Cela conduit a la classe de
solutions (25 suivante:

11
(3.6) H()f(w)=cos(a2)?[¥ (;'*)sin(w2)+sin(w2)” R(w)]
p0

ol R(w) est un polyndéme impair en cos(w).

Parmi les extensions de la transformée 1D au cas 2D
une des plus usitées consiste & faire une transformée sous
forme séparable (1), Cette transformée est dyadique car
son facteur d'échelle d'une résolution & une autre est de 2.

Un autre type d'extension au cas 2D (3.7 utilisant des
filtres non-séparables, décompose le signal avec un facteur

d'échelle V2. Les filtres 1D définis en (3.6) peuvent étre
étendus au cas 2D non-séparable en appliquant la
transformation suivante

3.7 cos(w) > %[ cos(w,) + cos(my) ]

aux polyndémes définis en (3.6).

Cette transformation assure aux filtres 2D les mémes
propriétés que celles des filtres 1D (support, régularits, ...).




IV. CALCUL DES OPERATEURS

Le probléme du choix de I'opérateur de régularisation
G est ouvert. Un des choix les plus courants pour
l'opérateur de régularisation G est celui de l'opérateur de
dérivée seconde : le Laplacien 2D.

Nous proposons ici une famille d'opérateurs de
régularisation qui sont susceptibles d'étre une alternative
au choix conventionnel du Laplacien.

Ces opérateurs sont calculés a partir de 1'équation
(3.6) qui permet le calcul des filtres correspondant &
I'analyse multirésolution par transformée en ondelettes bi-
orthogonales. Une des factorisations possibles du membre
de droite de (8.6) conduit aux filtres suivants :

@1 A () = cos(@/2)? = ((1+cos(w)Y2)!

Ce cas correspond a des "filtres splines” ou
"binomiaux" car les fonctions d'échelle associées &3 sont

des B-splines et les coefficients des filtres h sont
simplement les coefficients normalisés du binéme.

Nous proposons la famille de filtres suivante comme
opérateurs de régularisation :

42 G(w) = H(owm) sil=12,.

=1-H (o) sil=-1,2,...

On remarquera que Ies fiitres G, pour >0
correspondent (4 un coefficient de normalisation prés) &
des différences finies centrées. Celles-ci correspondent &
une approximation & l'ordre 2 des dérivées paires.

La figure (IV.1) représente G(w) pour 1=-5,..,5. On
constate que G, et G, sont confondus : c'est le cas de la
dérivée seconde.

Le passage en deux dimensions se fait & l'aide de la
relation (3.7). Pour 1>0 on obtient (4 une constante prés)

successivement les opérateurs bidimensionnels de dérivée
paire. Notons que pour 1=-1/1 on obtient le Laplacien 2D.

9.BF----- .. ...... .

] 9.5 6.1 0.15 8.2 8.25 9.3 9..35 0:4 .45 &b
fréquence normalisée

Figure (IV.1)

Pour une représentation en fréquence normalisée v,
les propriétés aux limites de la famille G, sont les

suivantes :
43 Vveloi[ lim GM=1 et Lim GW=0
1 —0o I = too
Vie Z G(0)=0 ot GH=1

Lorsque 1 varie de -co & +00, l'intégrale de la densité
spectrale sur [ -% , % 1 des opérateurs de régularisation G,

varie de 1" 2 0". La contrainte sur la solution x imposée
dans le critére (2.2) par || GX ||* évolue alors de || x II* par

valeur négative a 0. Les opérateurs de régularisation G,
permettent donc & la solution d'avoir des fréquences non
nulles sur une plus ou moins grande partie de son spectre.
On peut alors faire un ajustement de l'opérateur en
fonction des DSP de l'image dégradée y et de la fonction de
flou H. Une illustration de cette propriété est donnée sur la
figure (IV.2) avec 1=4 par rapport & 1=-1/1 (Laplacien).

La figure (IV.2) représente les modules a- la fonction
de flou utilisée dans la partie expérimentale ainsi que ceux
du Laplacien et de l'opérateur doi.nant le PSNR
maximum.

1

.16 8.2 6.25 8.3 &35 6.4 9.456 0.5
fréquence normalisée

Figure (IV.2)

Pour un paramétre fixé o non nul, lorsque 1 tend
vers -oo le filtre inverse (2.3) se rapproche d'un filtre

inverse & norme minimale (H'H + aI)-‘HT. D'autre part, si
1 tend vers +oo, le filtre (2.3) se comporte comme un filtre

pseudo-inverse (H'H) H'.

V. RESULTATS EXPERIMENTAUX

Pour illustrer les propriétés des opérateurs G, nous

présentons la restauration d'une image de vue aérienne
d'une zone urbaine.

Cette image contient beaucoup de détails : son spectre
aux fréquences moyennes est assez important. L'image est
dégradée par convolution avec une Gaussienne de variance

% ; du bruit blanc y est ajouté. Le rapport des variances du

signal et du bruit (BSNR) est de 40 dB. Ce niveau
correspond ici, 4 un peu plus que le bruit de quantification.

Les résultats obtenus sont présentés sur la figure
(V.1). Cette courbe représente le Pic SNR maximum
(obtenu pour un o optimal expérimental) en fonction de 1.
Cette courbe est obtenue pour un extrait d'un quart de
I'image d'origine. On constate qu'autour de 1=-1/1 la courbe
est croissante avec un maximum pour l=4. Pour |1}
grand, la courbe tend vers les PSNR des deux solutions aux
limites.

On peut justifier 'allure de cette courbe car l'image a
beaucoup de détails et le rapport signal a bruit est
relativement important. En effet pour 1=4 l'opérateur de
régularisation a un spectre négligeable pour les fréquences
comprises entre 0 et 0.25 ce qui n'est pas le cas pour le




784

Laplacien (C.f. fig.(IV.2)). Par contre, dans cette bande de
fréquence, le SNR est important et comme l'opérateur G,

est moins régularisant que G, la restauration en est
d'autant meilleure.

37.5

374

-5 -4 -3 -2 -1 2 3 4 5
1

Figure (V.1)

L'image complate flone et bruitée ainsi que l'image

restaurée sont présentées sur les Figures (V.2 et .3).

Image dégradée PSN=20,6dB (BSNR=40dB)
Figure (V.2)

Image resturée PNR=36,9dB
Figure (V.8)

VI. CONCLUSION

Dans cet article nous avons proposé une famille
d'opérateurs de régularisation algébriques basés sur des
filtres utilisés en transformée en ondelettes bi-orthogonales

avec un facteur d'échelle V2. Ces opérateurs permettent de
s'adapter aux caractéristiques des données du probléme.

Nous avons montré, que connaissant a priori les
caractéristiques du probléme de restauration d'image a
résoudre, il est intéressant d'orienter le choix de
l'opérateur de régularisation vers l'un des opérateurs
proposés plutdt que de faire celui, conventionnel, du
Laplacien bidimensionnel.
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