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RESUME

Le Propagateur, introduit par J.Munier en 1987, s’est avéré
étre un outil précieux pour le traitement d’antennes. Es-
timé par un simple processus de moindres carrés, il permet
notamment de définir une base du sous—-espace bruit sans
décomposition en éléments propres de la matrice interspec-
trale des signaux regus par ’antenne. Nous analysons dans
cette communication I'influence, d’une part d’une estima-
tion des moindres carrés totaux du Propagateur et d’autre
part d’une orthonormalisation de la base obtenue, sur les
performances de la méthode du Propagateur en localisa-
tion de sources.

1 Introduction

! Le Propagateur est un opérateur linéaire qui a été in-
troduit initialement [1] pour déterminer des paramétres de
propagation de signaux issus de sources émettrices et regus
sur un réseau de capteurs ou antenne, comme par exemple
la géométrie des fronts d’ondes, les gains des capteurs ou
la forme de I’antenne. Cet opérateur peut étre estimé par
un simple processus de moindres carrés ( “Least Squares” :
LS), & partir de la matrice interspectrale (MI) des signaux
recus sur l’antenne.

La détermination des directions d’arrivée (DDA) des si-
gnaux sur I’antenne par la méthode du Propagateur (MP)
se fait, comme pour la méthode Music [4] [5], en cherchant
des vecteurs d’analyse, dépendant d’un paramétre de lo-
calisation, qui soient orthogonaux a chacun des vecteurs
d’une base du sous-espace bruit fournie. La différence en-
tre les deux méthodes se situe dans la construction de la
base ; recherche des vecteurs propres pour Music, estima-
tion du Propagateur pour la MP.

Dans un premier temps, nous présentons une solution au
sens des moindres carrés totaux (“Total Least Squares” :
TLS) qui donne, en présence d’un bruit spatialement et
temporellement blanc, une estimation asymptotiquement
non biaisée du Propagateur. Toutefois, cette solution est
bien plus coiiteuse en calcul que la solution LS.

Dans un deuxiéme temps, nous analysons Iinfluence du
caractére non orthonormé de la base du sous—espace bruit
générée a 'aide du Propagateur sur les performances de
la méthode. Nous déterminons un opérateur de projection
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orthogonale sur le sous—espace bruit qui ne dépend que du
Propagateur et ne nécessite donc pas de décomposition en
éléments propres de la MI des signaux regus sur ’antenne.
Nous montrons que la MP est plus sensible au caractere
orthonormé ou non de la base du sous—espace bruit cons-
truite avec le Propagateur qu’a une meilleure estimation
(TLS) de celui—ci.

Nous comparons, 4 ’aide de simulations, les différentes ver-
sions de la MP (LS, TLS avec ou sans orthonormalisation)
aux méthodes Music, Esprit [6] et Formation de voies.

2 Principe des Méthodes Reposant sur la
Décomposition en Sous—espace Bruit et
Sous—espace Source

Soit une antenne de M capteurs éclairée par N ondes in-
cidentes (M > N) issues de sources émettrices ponctuelles
situées & l'infini dans un plan contenant ’antenne. A une
fréquence donnée, et pour une mesure particuliére (corres-
pondant 4 une fenétre d’observation), le vecteur de dimen-
sion M des signaux requs peut étre écrit

Ua+b (1)
ol U est la matrice de dimension (M, N) des vecteurs
sources u;, « est le vecteur de dimension N contenant les
amplitudes complexes a; des sources et b un vecteur de
bruit. '

Sous les hypothéses classiques en traitement d’antenne
que les amplitudes complexes et les composantes du bruit
b sont des variables aléatoires stationnaires, centrées et
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mutuellement décorrélées, la MI des signaux regus sur
Pantenne est définie par la matrice de dimension (M, M)

r

E[rf]=Ur, Ut 4T, (2)
ou ', et T'y sont les MI des sources ¢t du bruit, de dimen-
sions respectives (N, N) et (M, M) et ol } représente la
transposition hermitienne.

Considérons un espace vectoriel sur € de dimension M et
noié V. Sous 'hypothése

Hi :les N vecteurs sources u; sont linéairement

indépendants dans V,

on désigne par Vg le sous-espace vectoriel de V engendré
par les vecteurs u;, 7 = 1,..., N. En absence de bruit,
le vecteur des signaux recus sur P’antenne ne dépend que
des sources et appartient, d’aprés le modéle (1) ou b est
identiquement nul, & Vg. C’est pourquoi Vg est appelé le
sous—espace source. On appelle sous—espace bruit {méme
en I'absence de bruit), le sous-espace complémentaire de
Vs dans V ; on le notera Vp.

Les méthodes dites & haute résolution reposent sur cette
décomposition de ’espace des observations en sous—espaces
source et bruit. La détermination de ces sous—espaces 3
partir des signaux regus requiert en plus de H;, les hy-
pothéses suivantes :

Hq : la matrice (N, N) T’y n’est pas singuliére,
Hg H I‘b = 0’2IM.

Tandis que Hy n’est pas contraignante, les hypothéses Ho
et Hg3 sont restrictives en pratique.

Sous ces hypothéses, les résultats suivants ont été
démontrés [4] [5]. La plus petite valeur propre de la MI
est la variance du bruit ¢?. Le nombre de valeurs propres
de la MI égales & 02 est M — N. Les M — N vecteurs
propres associés & la valeur propre o2 sont orthogonaux
aux vecteurs sources. Soit Vg la matrice de dimension
(M,M — N) dont les colonnes sont les vecteurs propres
orthonormés de T' associés 3 la valeur propre ¢2. Il vient

viu=o (3)

ol 0 est la matrice nulle de dimension (M — N, M).
Il s’ensuit que ’espace engendré par les colonnes de Vg et
que 'on note C(Vg), est le sous—espace bruit, c’est & dire

Vg =C(Vp). (4)

La résolution de I’équation (3) ne suffit pas & déterminer les
vecteurs sources de maniére unique. En effet toute combi-
naison linéaire des vecteurs sources appartient au noyau de
Popérateur V. La méthode Music consiste a trouver les
DDA des fronts d’ondes sur I'antenne comme arguments
des minima de la fonction
Faras(8) = V@I 0.€]—7,7] (5)
ol @ est un parameétre de localisation, u(f) un vecteur
d’analyse modélisant la propagation. Vp étant une ma-
trice unitaire, (5) représente la norme au carré de la pro-
jection orthogonale du vecteur d’analyse u(f) sur le sous—

espace bruit. L’opérateur de projection est en fait VBVL.

3 Définition du Propagateur

La définition du Propagateur repose sur la partition de la
matrice des vecteurs sources suivant

N
o —
X N
Y M- N

ou X et Y sont des matrices de dimensions respectives
(N,N)et (M —-N,N).
Définition : [2] [3] Sous 'hypothése

H4 : la matrice de dimension (N, N) est non singuliére,

le Propagateur est 'operateur linéaire unique P de ¢M-¥

dans @V, défini de fagon équivalente par les deux proposi-
tions suivantes :

n
|

PX = Y (7)

ou [PT, —IM_N] u

QTU =0 (8)
olt Ins_n est la matrice identité de dimension (M — N)
et Q une mairice de dimension (M, M — N). L’hypothese
‘Ha4 n’est pas contraignante, les sorties de capteurs pouvant
étre ordonnés de n’importe quelle fagon.

Une premiére conséquence de la définition du Propaga-
teur est que I’équation (8) est semblable & Péquation (3).
C’est & dire que le sous—espace engendré par les colonnes
de la matrice Q, C(Q), est inclus dans C(V ). De plus,
comme Q contient le bloc Iy;_pn, ses M — N colonnes sont
lineairement indépendantes. 1 vient donc

C(Q)=C(Vp). (9)

1l est important de noter que la définition du sous—espace
bruit & P’aide du Propagateur (8) ne nécessite pas les hy-
pothéses Ho et H3 contrairement a sa définition & partir
des vecteurs propres de la MI. Ainsi le Propagateur permet
de construire une base du sous-espace bruit différente de
celle formée par les vecteurs propres crthonormés que sont
Jes colonnes de V. Notons en effet que les colonnes de
Q sont aussi vecteurs propres de la MI associés a la valeur
propre 2. '
Une fois le sous—espace bruit déterminé a 'aide du Propa-
gateur, Pestimation des DDA est realisée de fagon analogue
& Music : étant donné un modele de vecteur source u{0)
dépendant d’un paramétre angulaire de localisation 4, les
DDA sont estimés comme les arguments des minima de

Frro(9) = |QTu(0)]?

Contrairement & Vg, la matrice Q n’est pas unitaire.
Ainsi, Papplication linéaire de V sur Vp associée a la ma-

0€e)—m, (10)

trice Q! n’est pas une projection orthogonale sur le sous—
espace bruit.

4 Projection Orthogonale sur le Sous—
espace Bruit

La base des colonnes de QQ étant une base du sous—espace
bruit, on peut construire le projecteur orthogonal sur ce



sous—espace en fonction de la matrice Q :

. qatq)qf (11)

D’autre part, la relation (9) nous invite a rechercher une
relation entre les matrices Q et Vg dont les colonnes res-
pectives engendrent le méme sous-espace bruit. Pour cela,
on fractionne Vg suivant :

M-—N
VBI N

Vg = (12)
Va, M-—-N

On déduit de (3), (6), (7), (12) et H4, si I'on suppose Vg,
inversible, que

P=-Vp V! (13)
soit encore
Q=-VpVg! (14)

La matrice V};;, supposée non singuliére, de dimension
(M — N, M — N) est la matrice de passage de la base or-
thonormée des colonnes de Q vers la base des colonnes de
la matrice V. Il est alors facile de vérifier que d’une part

M, = Vi 15)
Q B J

et que d’autre part les colonnes de

Qov < Q(QfQ)~? (16)
forment une base orthonormée du sous-espace bruit qui
ne fait intervenir que le Propagateur. Inversement, la re-
lation (13) montre que le Propagateur peut étre estimé a
partir des vecteurs propres de la MI ; ainsi, ses propriétés
d’interpolateur de modéle (7) [3] peuvent étre utilisées di-
rectement a partir des vecteurs propres.

Par analogie 4 (10) on peut chercher les DDA in-
différemment comme arguments des minima de

Fproon(6) = Qb u(O)]? (17)

ou Fpron = [Mqu®)|F  VO€l~ma]  (18)

Contrairement 3 Fp,, défini en (10), Fproon (comme
Fpyor1) représente bien la norme au carré de la projection
orthogonale du vecteur d’analyse u(f) sur le sous-espace
bruit.

Ainsi, sous réserve d’une estimation exacte du Propagateur
P, les trois estimateurs des DDA définis respectivement
par les relations (5), (18) et (17) sont équivalents.

5 Estimation du Propagateur & partir des
Données

5.1 Estimation LS du Propagateur

L’estimation du Propagateur repose sur la partition de la
~MI des signaux requs sur ’antenne (2) suivant

r=[G: H] (19)

6383

ou G et H sont des matrices de dimensions respectives
(M,N) et (M,M — N). En I'absence de bruit, on a la
relation

H=GP (20)

En présence de bruit, la décomposition de I' suivant (19)
reste valable. Cependant, la relation, éventuellement exis-
tante, qui lie les colonnes de H aux colonnes de G ne définit
plus le Propagateur P. On peut chercher une estimation
Prs de P qui minimise la fonction

7(P)=|H - GP||} (21)

ol ||.||p représente la norme de Frobénius. La solution
optimale [3] est

r.s =(Gle)taln (22)

L’estimation de P est perturbée par le bruit, mais
Pinfluence de celui-ci est affaiblie par le processus des
moindres carrés.

5.2 Estimation du Propagateur par la Technique
des Moindres Carrés Totaux (TLS)

Dans la pratique, on ne posséde qu’une estimée de la MI,
et donc G et H sont perturbées par rapport a leur valeur
théorique (2), (19). Soient G et H les perturbations res-
pectives sur G et sur H, dues au bruit, et aux erreurs
d’estimation de I'. La technique LS cherche a minimiser

~ 2
||[H|jr sous la contrainte
C(H + H) C Im(G) (23)

ou C(H + H) et Im(G) représentent respectivement
I’espace colonne de la matrice H 4+ H et D’espace image
de Popérateur G.

2
La technique TLS [7] cherche & minimiser [é : ﬁ}
F
sous la contrainte
C(H + H) C Im(G + G) (24)
Soit [é’ : ﬁ’] la matrice vérifiant ces conditions, alors
(G+ G)Pyrps =H+H (25)
soit encore
) . Prrs
[cin|+ & 3 o l=0 (26)
—Im-wN

On pose A = [é’ : ﬁ’]

1l s’agit alors de trouver A de dimension (M, M), de norme
minimale et telle que T + A soit de rang inférieur & N + 1.
Ce probleme a été résolu dans [7] et passe par la recherche
des vecteurs propres de la matrice riT. Ces derniers sont
les mémes que ceux de T car celle—ci est hermitienne. On
montre ici que A de norme minimale vaut

Amin = T V5V1 (27)
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Figure 1: Comparaisons de différentes versions de la MP :
10 capteurs, 100 mesures par essai, Af = 4 deg.
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Figure 2: Comparaison de la MPLSO & d’autres méthodes :
20 capteurs, 500 mesures par essai, A8 = 10 deg.

ol Vg est définie dans la section 2 et que

Prrs = -Vp, V! (28)

2

Cette derniére équation est identique & (13). On conclut
que D’estimateur TLS donne asymptotiquement une solu-
tion non biaisée pour le Propagateur ou encore que le pro-
cessus TLS élimine complétement le bruit pourvu qu’il soit
spatialement et temporellement blanc.

6 Comparaison des Différentes Versions
de la Méthode du Propagateur

Dans cette section nous analysons 'influence d’une part de
I’estimation TLS du Propagateur et d’autre part du carac-
tére orthonormé de la base du sous—espace bruit utilisée,
sur les performances de la MP pour I’estimation des DDA.
Nous comparons les performances de ces différentes ver-
sions de la MP & celles des méthodes Music, Esprit et For-
mation de voies.

Les figures 1 et 2 représentent I'influence du rapport signal
sur bruit (SNR) sur l’erreur quadratique moyenne (eqm)
des estimateurs étudiés, normalisée par rapport a I’écart
angulaire intersource. Les simulations ont été établies &
partir de 300 essais sur un modéle ondes planes avec une
antenne rectiligne a capteurs équidistants et en présence
de 2 sources.

Sur la figure 1 on compare les différentes versions de la MP,
sous les conditions suivantes : 10 capteurs, DDA séparées

de 4 degrés (Af) et T estimée & 'aide de 100 échantillons.
On constate que pour des SNR élévés, Porthonormalisation
améliore de fagon significative ’eqm des estimateurs ;
'utilisation d’une technique TLS sc révéle alors inutile. En
revanche, pour des SNR faibles 'orthonormalisation est
moins robuste que 'estimation TLS. Ceci s’explique par
le fait que la recherche des éléments propres (nécessaire &
I'estimation TLS du Propagateur) d’une matrice est plus
robuste aux perturbations sur les éléments de cette ma-
trice [8] que des opérations telles que Pinversion matricielle
(nécessaire a orthogonalisation).

Sur la figure 2 on compare la MP LS avec orthonormalisa-
tion (MPLSO) aux méthodes de Formation de voies, Music
et Esprit TLS sous les conditions suivantes : 20 capteurs,
DDA séparées de 10 degrés et T estimée & aide de 500
échantillons. On constate que la MPLSO est comparable
du point de vue des simulations a la méthode Music.

7 Conclusion

Le Propagateur permet la construction d’une base du sous—-
espace bruit, dont le coiit en calcul réside (pour la MP LS)
dans P'inversion d’une matrice (N,N). Ce coiit s’avére
moins 1mportant que celui nécessaire a la recherche des
éléments propres de la MI de dimension (M, M) (tech-
nique utilisée par Music). Cependant, dans les conditions
de simulation choisics, les performances de la MP LS sont
inférieures a celles de Music.

Notre étude a montré que ces différences provenaient moins
de la qualité de I’estimation de la base du sous—espace bruit
et du type de calcul mis en ceuvre pour cette estimation
que du caractére orthonormée ou non de cette base.

Par ailleurs nous avons construit 4 I’aide du Propagateur
une base orthonormée et il semble aisé de rendre adapta-
tive cette orthonormalisation, alors qu’on ne peut adapter
simplement la recherche des vecteurs propres d’une ma-
trice.

Il est important de noter que dans d’autres cas (sources
corrélées, de puissances différentes, bruit coloré, dont les
échantillons sont corrélés, autres modéles pour le vecteur
source) le choix d’une base orthonormée peut ne pas étre
le plus appropriée.
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