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Résumé. Nous étudions dans cet article I'existence de phéno-
menes chaotiques dans le systéme de transmission MICDIF. Le
couplage entre la quantification non linéaire et la prédiction au co-
deur rend celui-¢i récursif et non linéaire méme lorsque 1a prédic-
tion est transverse; le codeur a une boucle de contre réaction qui
contient un filtre linéaire récursif R,. En nous limitant & un prédic-
teur transverse d'ordre 1, nous déierminons la structure de bifur-
cations de 1'éguation d'état du codeur ct nous montrons que le si-
gnal de sortie du codeur peut étre chaotique méme si la condition
de stabilité de B, est vérifice.

I. INTRODUCTION : LE SYSTEME MICDIF

Le chaos est un phénoméne non linéaire engendré
par un mécanisme purement déterministe. Il se manifeste
par un signal de sortie dont la variation a une allure erratique mais
dont certaines caractéristiques le distinguent cependant d'un phé-
nomene de bruit. Une particularité importante d'un systéme, sitge
de phénomenes chaotiques, est sa trés grande sensibilité aux
conditions initiales. Des états initiaux trés voisins engendrent rapi-
dement des états associés au méme instant, treds différents; d'o
I'impossibilité de prédire 1'évolution d'un systeme en
situation chaotique.

Le systéme que nous étudions est un syst¢me de transmission
MICDIF (modulation par impulsion ¢t codage différenticl) utilisé
pour le codage numérique d'un signal téléphonique d'entrée s.
Une réduction de débit est obtenue en partic grace 3 la prédiction:
un signal prédit x, est calculé & partir du passé de s, cl permet de
ne conscrver que I'innovation du signal:

€n=Sp —Xp . (1)
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1 06 s

Fig. 1 : Schéma du systéme de transmission MICDIF

Pour une autre partie, la réduction de débit provient du cou-
plage entre la prédiction P et la quantification @ qui est une fonc-
tion non linéaire instantanée appliquée a l'innovation (voir la fig.
1). lenrésulte que:
- d'une part, le prédicteur P (de sortie x) a pour enirée le signal
reconstitué  partir de l'innovation quantifiée , c'cst-a-dire:

s’ =xp +Q(en). )

Soit ®, le filtre dont l'entrée est Q(e) et la sortic x; ®, =P/(1 -P)
- d'autre part, le codeur (d'entréc s, de sortic Q(e)) est récur-
sif, méme si P est transverse. Il est évidemment non linéaire.
Tous les ingrédients sont présents pour qu’il y ait du chaos. On
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voit sur la fig. 1 que le codeur est une boucle avec @ (non linéairce)
dans la partie directe et R, (linéaire récursif) dans la voie de retour.

Le systéme de transmission cst constitué du codeur précédent
qui transmet Q(e) et d'un décodeur qui fait approximativement
I'inverse du codeur et fournit & partir de @(e) un signal de sortic 5"
aussi proche que possible de s = x + e. Le décodeur ne disposc
pas de e, le micux qu'il puisse reconstituer est s' = x + Q(e). Cest
la structure bouclée de la fig. 1 qui assure la meilleure réduction de
débit pour une puissance donnée du bruit de décodage s —s [J1].

Au codeur, le signal reconstitué s, est, d'apres (2) et la fig. 1
une combinaison linéaire de Q(e,), des échantillons passés de 'y,
et de Qlep,) sclon:

m=mm+2mym+2mgmy, 3
2

i=1

lesa;(i=1afetles b;(j=1ar) éant Ies coefficients de prédic-
tion transverses et récursifs. Donce s', est déterminé linéairement 2
partir de la suite Q(ep), j = 0, ..., n, ct des valcurs initiales Shi=
Oar-1. .

S'il n'y a pas d'errcur de transmission, le décodeur dispose de la
suite Q(e;), j =0, ..., n. Le signal reconstitué s* au décodeur cst
aussi calculé par (3). Si les valeurs initiales des signaux reconsti-
tués s' et s" sont égales, alors, a chaque instant n > ¢, 'y = 5",
Le systéme fonctionne correctement. Si le systeme est en situation
chaotique des valeurs initiales différentes de s' ct de s” peuvent cn-
gendrer deux suites s', et 5", trés différentes, aprés quelques di-
zaines itérations. Il s'ensuit un important bruit de décodage. Le
chaos est donc néfaste dans un systéme de transmis-
sion, 11 faut déterminer les parametres du codeur pour lesquels le
systéme est en situation chaotique afin de les éviter. Tel cst I'objet
de cet article. On sc restreint 2 un prédicteur transverse d'ordre 1,
de cocfficient de prédiction a. Cette étude est déja complexe mais
clle suffit pour comprendre le comportement de prédicteurs
d'ordre supérieur.

II. LA RECURRENCE DU SYSTEME
Le signal prédit est d'apres (2) et (3):
X1 =a S'n =a (x,+0fen) ). 4
Le filtre linéaire récursif W, a pour fonction de transfert:
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R =az/1-az); (5)
il est stable si et seulement si:
lal<1 . 6)

Une premigre étape est 'analyse de la stabilité du codeur au
sens entrée s, bornée implique signal prédit x, borné. Ce travail a
été réalisé dans (M1]. Nous y avons montré que le signal x, ne
diverge que si le quantificateur est saturé. La discontinuité du
quantificateur ne conduisant pas a l'instabilité, ellc est négligée et
le quantificateur est modélisé par la caractéristique continue de
compression avec une saturation:

Oe)= thpe,p>1. N
La pente p 2 l'origine est le gain de compression qui est pris plus
grand que 1 pour augmenter le rapport signal e sur bruit de quan-
tification lorsque e est faible.

Nous avons prouvé que la condition de stabilité du filtre R,
n'est pas une condition nécessaire pour la stabilité du codeur; nous
y reviendrons.

Dans la suite, 'entrée s, est supposée constante (s, =s).

Drapres (1), (4) et (7) I'équation du codeur est:

a=f) ;. fo faxtathips-2), Ve R, )
la variable d'état du codeur étant x,. La fonction f est non linéaire
et paramétrée par a, s et p.

Le comportement du codeur est entierement déterminé, dans le
plan de phase (x,, x,.), par la configuration formée par la courbe
Cas déquation (8) et de la bissectrice d'équation x,,, = x,. La
courbe C, s a deux extrema A et A' car p > 1. L’allure générale de
Cas est montante (resp. descendante) pour a > 0 (resp. a < 0). De
plus C,,  a deux asymptotes indépendantes de s: x,,; = ax, —a,
POUT X, —> + o0 €L X,y = aX, + @, POUr X, = —o0; Cy 50 €St Symé-
trique par rapport 4 0; C, et C,_s sont symétriques I'une de
l'autre par rapport a 0. Nous pouvons ainsi restreindre notre étude
a s positif, sans perte de généralité. De plus considérons dans cet
article le cas d'un coefficient de prédiction a positif. Le cas @ né-
gatif est traité dans [U1]. La famille de courbes C,; est illustrée,
fig. 2, pour a fixé et s 2 0 variable. La valeur particulitre sy, est
définie en (15).

Xnt+1 A
§>54
A ¢
Anp1= A% +a 431 X 1= Xp
5<s) B (répulsif)
A'
Xg: xL
0 Xp XB
Xnt1 =Xy — a4

B’ (répulsif}
Fig. 2 : La famille.de courbes C, ; pour a > 1 fixé

III. DEFINITIONS GENERALES
Un réel x est un point fixe de f si et seulement si :

x=fx) ; ©
(x, x) est un point fixe de C, . C’est I’intersection entre C, s etla
premitre bissectrice.
La fonction composée d'ordre k de f est définie par :

i) = ffiea®) , D =fx) , Vx e R . (10

Le conséquent de rang k de x cst fi(x).

Une fonction inverse d'ordre k de f est définic par :
Fa@=faff -1y @, avee fa(f) =x,Vx e Ry (11

S/ -k n'est pas unique. Un antécédent de rang k de x cst f_i(x);

X peut avoir un ou trois antécédents de rang 1.

Une suite de k points x1, x2 ..., Xk, forme un cycle d'ordre k

de f'si et seulement si pour touti=12k:

Ji(x) = x;
Vi=1ak-1:/fi(x)=xi,xpe1=fx)) (12)
x1 = flxk)

D'apres le théordme des fonctions composées, pour touti=12ak:
S=r'01) f'(x2) e 100 = () () (13)

S est par définition le multiplicateur du cycle correspondant de f
d'ordre k. C’est 1a pente en tout point du cycle, de la courbe xp+4
= fi(xn) dans le plan (xn, xn+4). Le cycle est attractif si | S | <
1, il est répulsifsi|S | > 1. Lorsque la récurrence (8) cst
itérée, c’est ce qui est attractif, qui est visible.

Par définition, un point de 1a courbe C, est un point critique
de rang k si son abcisse ¢st le conséquent de rang & de l'abcisse
d'un extremum de la courbe. On notera Ci (resp. C'y) le point
critique de rang k issu de A (resp. A").

IV. ETUDE DES BIFURCATIONS DU CODEUR

Une bifurcation est un changement qualitatif de comportcment
du systéme sous l'effct de la variation infinitésimale d'un para-
metre. L'étude du chaos dans le codeur peut sc faire en détermi-
nant la structure de bifurcations de la récurrence (8) dans le plan
(a, s) pour p fixé. Celle-ci cst fractale de type boites emboilées
[M2], [F1]. Nous indiquons ci-dessous les bifurcations jouant un
ole essentiel dans la définition de cette structure.

Les points fixes de C, sont importants dans la structure de bi-
furcations de (8)., La courbe C,; a au moins un, au plus trois
points fixes B' = (xp-, xp) et B = (x, xg) dec multiplicalcur
positif, F = (xg, xr) de multiplicateur négatif avec:

xpSxp<xp . (14)
L'évolution des points fixes est différente suivantquea> loug <
1. Nous distinguons les deux cas.

Bifurcation de type 1: naissance de cycles (fig. 2)

1er cas : a > 1. Pour 5 > 51, C, s 2 un unique point fixe B'.
Pour s = 55, C, devient tangente 2 la premiere bissectrice. Pour s
=5—€ (0 < £ << 1), deux autres points fixes F et B apparaissent; F
est attractif (-1 < f'(xg) < 0); B est répulsif {f'(xg) > 1). Une bi-
furcation de ce type peut également survenir pour la fonction com-
posée fk . Il y a alors apparition de deux cycles d’ordre £, 1'un at-
tractif, I'autre répulsif. L’ensemble des couples (a, 5) pour les-

quels a lieu cette bifurcation est noté I,

On peut montrer [U1] que C,  a trois points fixes ssi:
s<si{a)y , a>»1, (15a)

s@2-—2Al1 - “a“pl—%Argm/l - aa‘pl > 0. (15b)

Dans le plan des parametres (a, s), la courbe I“1 a pour équation s

= 5,(a), elle est décroissante.

2¢me cas: 0 <a < 1; C,; a un unique point fixe B' ou F
suivant la valeur de s. Il n’y a pas de bifurcation de type 1.
Bifurcation de type 2: doublement de période

1er cas : a > 1. Lorsque s décroit a partir de s, f '(xg) décroft
a partir de 1. II existe donc un point fixe attractif et pour n asscz
grand x, est constant,

Sia > 1/(p - 1), pour s = 5, < 51, f '(xp) passe par la valeur -1
(cf. fig. 3). Pour s < s,, le point fixe F devient répulsif et engendre
un cycle d'ordre 2 attractif. Ainsi x, tend vers un régime



périodique de période 2. Il y a donc doublement de période (ou
encore division de fréquence) lors de la traversée de cetie bi-
furcation. La valcur de s, est fonction de a sclon:

A a a+1 1 a+ 1
sz(a)=a_1'\/1— ap —I—)Argth‘\[l— ap ; (16)

sy(a) est positif poura > Sup (1/(p-1), 1).

xn+1 ) xn+l= xn

.

cycle d'ordre 2
e y

Y
~5>5> (F attractif)

s <s, (Frépulsif)
— xn
Vi »
Fig. 3 : Bifurcation de type 2: doublement de période

Sia < 1/(p - 1), cette bifurcation n'a pas lieu et le point fixe F
reste stable,
2tme cas : 0 < ¢ < 1; un cycle d'ordre 2 apparait par bifurcation
de F pour s = — 5,(a) > 0, uniquement pour:

p>2, Yp-D<a<l . Y

Dans le plan (g, s), soit I}, la courbe ol se produit le doublement

de période.

Lorsque s décrofit a partir de s,(a) pour a> Sup (1{p-1), 1) et
—sy(a) pour 1/(p — 1) < a < 1, le multiplicateur du cycle d'ordre 2
décroft a partir de 1. Il peut passer par -1 si a est assez grand. Soit

I‘22 la courbe correspondante. Le cycle d'ordre 2 devient répulsif
et il apparait un cycle d'ordre 4 attractif, qui & nouveau peut subir
une bifurcation de type 2, et ainsi de suite. Il s'ensuit une cascade

de doublements de période: pour (a, s) € 1“2,-+1, un cycle d'ordre

2’ attractif bifurque en devenant répulsif et il nait un cycle attractif
d'ordre 2%}, pour i = 12 oo, Il a été moniré [M2] que les courbes

de bifurcations I‘Z,- ont une courbe d'accumulation I‘wé (a_ (5),5)

qui délimite 1a région oit il existe une infinité de cycles répulsifs.
L'existence de phénomenes chaotiques est directement li€e &

cette infinit€ de cycles répulsifs qui lui confére un aspect erratique,

typique de signaux déterministes chaotiques. Donc I"_ est la

premiere courbe, pour laquelle il y a du chaos. Celui-ci est soit
stable (attracteur étrange), soit instable (transitoire chaotique).

Immédiatement apres la valeur g_ (s) il existe un grand nombre de

segments décrits de manitre cyclique, appelés segments
absorbants. Le point x, passe régulierement de 'un 2 l'autre, avec
une valeur irréguli¢re dans chacun (voir [M2]), ce qui correspond
encore A du chaos. Pour des valeurs plus grandes de a, on peut
retrouver des cycles attractifs.

La cascade de ces bifurcations a été décrite ci-dessus pour la
fonction f. Elle survient également pour la fonction composée f;
d'ordre k. Dans ce cas on obtient une cascade de doublements de
période avec 2 chaque étape apparition d'un cycle d'ordre & 2%l
attractif, & partir d'un cycle d'ordre & 2 qui devient répulsif.

Des bifurcations non classiques oll des points critiques sont
confondus avec un point fixe répulsif ou avec les points d'un cycle
répulsif jouent un role essentiel dans la structure de bifurcations de
la récurrence (8) en définissant une frontidre de boite. Deux types
particuliers (3 et 4) sont décrits ci-dessous. Chaque type corres-
pond 2 deux bifurcations, I'une due 2 la position des points cri-
tiques issus de A, l'autre 2 1a position de ceux issus de A'.

“4ol

Bifureation de type 3: limite d'apparition de cycles
d'ordre impair

Le premier type de bifurcation est celui pour lequel un point
critique de rang 2 (C2 ou C'2) est confondu avec le point fixe F
(voir la fig. 4). La bifurcation Cp = F a licu pour (a, 5) € I3; C'2
= F a licu pour (g, 5) € I'. On montre aisément que la courbe I
délimite la région d'apparition de cycle d'ordre impair,
I3 est définie par

s—qfp <flaa)<s+gqlp

{ (a=1)(aa+thp(s — aq))+th p(s—a>a~ath p(s—aq)) = 0

avec Ics notations
A

chzqép;h(p) =—g+thq; aés+h(p): a'és—h(p) . (19
La définition de ' est (18) en y remplagant ¢ par o'
Xne1 B A

G

(18)

Xnt = Xn,

7 < N AC,

1%
Fig. 4 : Bifurcation 3, limite d'apparition de cycles d'ordre impair
Bifurcation de type 4 : limite de stabilité

Le deuxi®me type de bifurcation est celui pour lequel un point cri-
tique de rang 1 (Cy ou C'y) est confondu avec le point fixe ex-
tréme correspondant (B ou BY) (voir la fig. 5). La bifurcation C; =
B a lieu pour (a, 5s) € I'f; C'1 = B' a licu pour (a,s) € I']. La
courbe I} délimite la région du plan (a, 5) pour laquelle le codeur
d'entrée bornée par s est stable au sens ol a toute condition initiale
prise dans le segment BB' correspond une prédiction x bornée
[M1]. Nous avons montré [M1] que pour p fixé, I'] est déterming
par:

. s=s51(a); (20)
ol s1(a) est 'unique solution positive de 1'équation implicite:
., @-Doa,p)=thplaals,p)-s) ; 2n
I"y est déterming par:
s=s1(a); (22)

ol s1(a) est l'unique solution positive de 1'équation implicite (21)
en y remplagant & par ¢,

X1 *A X =Xp
B=C;
c;/
E
Ce SA ,
7 -7 A’ "

Fig. S : Bifurcation de type 4, limite de stabilité

Pour s = 0, I'} et I'} se coupent en (4§, 0). Pour a = af, toutes
les bifurcations possibles pour (8) se sont produites et tous les
cycles nés par ces bifurcations existent et sont répulsifs [M2]. Les
suites itérées dans le segment BB' sont bornées mais non pé-
riodiques; BB’ contient tous les cycles qui peuvent étre créés pour
(8) et tous ces cycles sont répulsifs ; BB' est appelé dans [M2] un
segment chaotique.

Pour s # 0, pour (a, s) € I'] ou pour (a, 5) € I'l, BB'n'est pas
forcément un segment chaotique. Il peut exister un cycle attractif.
Pour (a, s) A droite de I', C3 et C'y sont extérieurs au segment
BB’ et plus aucun cycle ne peut étre créé. Le segment BB' est une
région de transitoire chaotique tel que x, — eo quand n — oo.
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V. CHAOS POUR QUELS PARAMETRES ?
D'apres I'éguation (16) de F2 la structure de bifurcations de (8)

cst différente suivant le signe de p — 2. C'est pourquoi nous
déterminons les courbes de bifurcations dans le plan (a, 5) pour
deux valcurs fixées de p: p = 1.2 (fig. 6) et p = 5 (fig. 7). Nous
tragons, en plus des courbes dont les équations ont été données

précédemment, les courbes I“2,» pour i =2 ct 3 et T'y. Ces

dernieres sont calculées en résolvant, par l'algorithme de Newton,
le systéme d'équations:
fx=x, (=1, i=4,873 (22)

s AW /", Instabilité
“‘ E Chaos et stabilité
i
')

5 ',/ ///////////

"///{ﬂ_,’ﬁgﬁr”i’i':’_

W &

0 5 10 15 20
Fig. 6 : Structure de bifurcations pour p=1.2

Par simulations nous avons vérifié que les courbes I“2,~ se rappro-

chent les une des autres lorsque i augmente. Dans les fig. 6 et 7,
nous approximons I par F23. La région d'instabilité du codeur

est hachurée. Celle ol le codeur est stable mais peut étre en situa-
tion chaotique est grisée. D'aprés les fig. 6 et 7:

-pour 1 < p <2,ilya du chaos pour des valeurs de ¢ assez
grandes (a > 8 pour p = 1.2). IIn'y a donc pas de chaos lorsque la
condition de stabilité du filtre R, du codeur est vérifiée.

5 m ,, ~>
IR g " II7 7/ nstabilité
g
4 ’g &t I : Chaos et stabilité
I
3+ |
2 -t
| &
1 - .
0 1 2 3 4 5
Fig. 7 : Structure de bifurcations pour p = 5
En revanche:

- pour p 2 2, il existe des valeurs de a € 10, 1[, qui
provoquent du chaos au codeur. Ce résultat est trés impor-
tant car jusqu'a présent l'intervalle [0, 1] était considéré comme

assurant de bonnes conditions de transmission grice a la stabilité
(au sens signal prédit x borné) du filtre ®,.

Pour p = 5, la présence de chaos est confirmée par le dia-
gramme de bifurcations, en fonction de a (pour s = 2, fig. 8). En
ordonnée 500 itérations de x, sont tracées, apres une période
transitoire de 1000 itérations. Ce diagramme montre le scénario de
doublements de période et I'accumulation des valeurs de bifurca-

tions de a vers la valeur g (s) qui délimite la région chaotique. Au

dela de a_(s) on distingue des segments absorbants. La fig. 9

montre, pour s = 2, a = 0.8, le spectre de x, qui est trés chahuté.

Vi. CONCLUSION

Un codeur MICDIF est une boucle avec un quantificateur dans
la voie directe et un filtre B, linéaire récursif dans la voie de
retour. Traditionnellement Ies ingénieurs choisissent un filtre ®,
stable. Cette condition cst surabondante pour assurer la stabilité de
la boucle. Néanmoins nous avons montré ici qu'elle n'est pas
suffisante pour un bon fonctionnement du systéme de
transmission. En effet elle n'empéche pas un éventuel
comportement chaotique du codeur et dans ce cas le bruit de
décodage devient tres grand. 11 faut donc concevoir le codeur avec
plus de contraintes que 1a seule stabilité.

A I
EN e
24~
s
a
t. i \
. ¥ T 7
o A AL 4.6
Fig. 8 : Diagramme de bifurcations pour p =5, s = 2
60748 2=08
-20 7
0 12
Fig. 9 : Spectre de x, pourp=5,s =2
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