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RESUME

On montre que la combinaison d’un codage g-aire de Reed-
Solomon (n,k) et d’unc application des symboles de son
alphabet sur une constellation plane symétrique de ¢ points a
pour résultat une distribution des distances euclidiennes
voisine de celle que 1’on obtient en moyenne par codage
aléatoire, pourvu que g, n et k soient assez grands. 11 est donc
possible d’obtenir par des moyens déterministes les mémes
performances sur le canal additif gaussien que par codage
aléatoire.

1. Introduction

Un théoreme fondamental de la théorie de 1’information
énonce qu’un canal bruyant étant donné, un procédé de co-
dage approprié permet de rendre la probabilité d’erreur due 2
son utilisation aussi petite que ’on veut, & condition que
I'entropie de la source connectée A son entrée soit inférieure 2
la capacité de ce canal (il faut, bien entendu, faire des
hypotheses de régularité de la source et du canal, en particu-
lier les supposer stationnaires, pour que les grandeurs
mentionnées dans cet énoncé existent). En d’autres termes, le
bruit du canal limite le débit d’information possible mais non
la qualité (spécifiée par la probabilité d’erreur) avec laquelle
le message issu de la source peut &tre restitué au destinataire.
La probabilité d’erreur décroit en tendant vers 0 quand la
taille des mots du code, et donc la complexité du codage,
augmente indéfiniment

Dans sa démonstration initiale de ce théordme, Shannon a
utilisé le concept de codage aléatoire. La connaissance de
moyens explicites pour obtenir le résultat énoncé faisant
défaut, il considérait la famille probabilisée de tous les codes
possibles d’un certain type (par exemple, 1’ensemble des
codes en blocs ayant un nombre donné M de mots, chacun
formé€ d’un nombre donné n de symboles d’un alphabet
donn€) et en calculait la probabilité d’erreur moyenne, ou
plutdt une borne supérieure de celle-ci. L’énoncé ci-dessus
étant démontré pour cette probabilité moyenne, il existait au
moins un code de la famille qui le vérifiait, ayant une proba-
bilit€ d’erreur inféricure ou égale 4 la moyenne. Toutes les
démonstrations ultéricures du théoréme ont repris ce concept.

En outre, il a &€ établi qu'un code pris an hasard était
presque sirement bon, en ce sens que la probabilité qu’il lui
corresponde une probabilité d’erreur trés différente de la
moyenne tend vers 0 quand la taille du code augmente.
Cependant, 'emploi du codage aléatoire est pratiquement
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impossible 4 cause de Ia complexité de son décodage, qui ne
peut &tre qu’exhaustif. Cette impossibilit¢ de fait a conduit a
chercher des procédés de codage explicites. Les résultats ainsi
obtenus ont été souvent trés inférieurs aux limites établies par
la théorie. L’existence d’une incompatibilit¢ fondamentale
entre le caractére déterministe d’un codage et son aptitude 2
s’approcher de ces limites a méme été envisagée (all codes
are good, except those we can think of).

Nous nous proposons de montrer que les codes "séparables 2
distance maximale” (maximum distance separable codes), que
nous désignerons en abrégé par “"codes MDS", ont des
propriéiés voisines de celles du codage aléatoire. Les codes
binaires de répétition et de parité exceptés, il s’agit de codes
non binaires dont la longueur n est limitée supérieurement 2
une valeur voisine de 1a taille ¢ de ’alphabet. La similitude
avec le codage aléatoire ne conceme que les codes construits
sur un alphabet de grande taille, mais des codes longs sont de
toute fagon nécessaires pour obtenir une probabilité d’erreur
petite.

2. Les codes MDS et la distribution de leur poids de
Hamming

La distance minimale 4 d’un code de longueur n construit sur
un alphabet de taille ¢ et comportant M = g* mots vérifie
nécessairement la borne de Singleton :

d<n-k+1, 0))

qu’il soit linéaire ou non [1]. La démonstration de cette
inégalité est particulierement simple si le code est supposé
linéaire : on ne restreint pas la généralité en le prenant sous
forme systématique et, puisqu’il existc des mots ol un seul
des k symboles d’information est différent de 0, leur poids est
le plus grand possible si aucun des symboles de contrble
n’est nul. Il vaut alors n - & + 1.
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La distance minimale des codes MDS est la plus grande pos-
sible d’aprés (1), soit d=n—k+1. Cette définition
implique I'importante propriété que la donnée de k symboles
arbitraires en des positions quelconques spécifie toujours un
mot du code [1].

Les seuls codes binaires de ce type sont les codes de parité,
pour lesquels k est arbitraire avec n =k + 1 et d = 2, et les
"codes” de répétition, avec k = 1 et donc d = n, arbitraire. Sur
un alphabet de taille ¢ > 2, il existe des codes MDS pour
lesquel on a a la fois d > 2 et k > 1. Les codes de Reed-
Solomon en sont la famille la plus connue. La longueur des
mots y est n =g — 1, ou n = g pour les codes dits étendus
(extended) qui s’en déduisent par 1’adjonction & chaque mot
d’un symbole de contrble supplémentaire égal 4 1’opposé de
la somme de tous ses symboles.

La distribution des poids de Hamming des codes MDS est
assez aisément calculée [2,3]. Le nombre A; des mots de
poids j a pour expression :

Ap=1,
A;=0, 0<i<n—k+l,
I i jeietnt)
Aj=C, ¥ D G- @
i=0

pour n —k + 1< j<n Avecjdans cette plage de valeurs,
on peut encore écrire (2) sous la forme

Aj=q R CLg-1Y 3
. J R j=1-{n-k) L
—CGL X GNP 3 )i C)
i=j—~{n—k) i=0

ol

- le premier terme est le nombre moyen de mots de poids j
résultant d’un tirage aléatoire de ¢* mots (chacun des n sym-
boles d’un mot étant tiré avec une égale probabilité,
indépendamment des précédents, tous les mots étant
déterminés de la sorte indépendamment les uns des autres) ;

- le second terme est négligeable devant le premier si g et k
sont suffisamment grands. En outre, I’approximation qui con-
siste & ne conserver que le premier terme de (3) est d’autant
meilleure que j est plus grand.

Pour un code MDS, il suffit donc de choisir ¢ et &
suffisamment grands pour obtenir une distribution des dis-
tances de Hamming voisine de celle que I’on obtient en mo-
yenne par codage aléatoire.

3. Description d’un systéme combinant codage et modula-
tion

Nous considérons maintenant un syst¢me de communication
pour le¢ canal gaussien combinant un codage linéaire 4 une
modulation décrite par une application bijective de 1’alphabet
sur une constellation plane de ¢ points, avec ¢ > 2, com-
mune aux n symboles du code.

La distribution des distances entre les mots d’un code linéaire
se réduit A celle de chacun de ses mots par rapport au mot
nul, c’est-a-dire A la distribution de ses poids, beaucoup plus
facile 2 calculer. Afin que cette propriété subsiste pour les
distances euclidiennes, aprés modulation, nous supposerons
que la constellation utilisée est symétrique, en ce sens que
I’ensemble des distances entre I'un de ses points et tous les
autres y est indépendant du point considéré. La modulation

de phase satisfait évidemment 2 cette condition.

Le polyndme énumérateur de poids d’un code C (dont les
coefficients sont donnés par (2) s’il est de type MDS) n’en
constitue une description satisfaisante que si le poids de
Hamming est le scul paramétre pertinent. Une description
plus compléte, particulierement pertinente quand on envisage
la modulation, est offerte par le polynéme descripteur intro-
duit et étudié dans [4]. C’est un polyndme a n indéterminées
Xy, X2, *°° X,, dont nous désignons symboliquement
I’ensemble par X. Un mot du code, soit ¢ =[c; ¢2 *** Cal,
y est représenté par le mondme xi'x3 - - Xi, noté sym-
boliquement X°¢. Le polyndme descripteur est la somme des
monodmes ainsi associés 2 tous les mots du code C :

Le(X)= T X°. @

ceC

Pour un code linéaire et une application symétrique, la distri-
bution des distances euclidiennes entre les signaux associés
aux différents mots se réduit 4 celle de leurs distances par
rapport au signal qui représente le¢ mot nul. Toutes les
propriétés de distance du systtme ainsi défini peuvent étre
directement déduites du polynéme descripteur du code : le
polyndme énumérateur des distances euclidiennes s’en déduit
en y remplacant chacune des indéterminées par une
indéterminée unique x et chacun des symboles en exposant
par le poids euclidien que 1’application utilisée lui associe.
On définit ce poids comme le carré de la distance euclidienne
entre les points qui représentent le symbole considéré et le
symbole 0.

Il est clair que le polyndme descripteur d’un code est
équivalent 2 Ia liste de ses mots. I est donc aussi complexe
d’écrire le premier que la seconde : impossible en fait pour
un code de taille utile. Le polyndme descripteur prend tout
son intérét quand le code est linaire, car il devient possible
d’en donner des expressions littérales condensées. Certaines
d’entre elles permettent d’expliciter les relations entre le code
considéré, son dual et I’ensemble des n-uples, ce qui sous
diverses variantes constitue une forme généralisée de
I'identité de McWilliams [4].

Soit une matrice génératrice du code C de forme
systématique

G=[|P] &)

ol I; est 1a matrice unité d’ordre k& et P une matrice 2 k
lignes et n—k colonnes. Alors, 'une des expressions du
polynéme descripteur de C, convenablement généraliséc 2
partir de [4], s’écrit :

4" *Le(X) = Be(X, X)), : (6)
ot le polynéme B (X) est défini par :
BeX)= Y ¥ XiX:yPs), Q)
ueF, scF,*

a

ou:

- la notation X, désigne collectivement les k premidres
indéterminées associées aux symboles d’information et X, les
n—k dernidres, associées aux symboles de contrdle ;

- u et s sont les vecteurs, représentés par des matrices lignes,
constitués des k& premiers et n—k demiers symboles d’un
mot, respectivement ; l'indice supérieur T note la trans-
position ;



- la matrice P a été introduite en (5) ;

- %() est un caractére non banal sur le groupe additif du
corps F, ;

- X', est un polyndéme déduit du mondme X, en substituant &
ses facteurs le résultat de la transformation que spécifie W,
matrice carrée d’élément général wi = x(-B; B;), 0 < i, j <
g, i éant 'indice d’une ligne et j celui d’une colonne, les
exposants formels des indéterminées étant interprétés ici
comme des indices repérant les composantes d’un vecteur. Si
q est premier, W est la matrice de transformation de Fourier
discréte d’élément général wi = [exp(—2nij‘/:/q)] ; sile
corps est de caractéristique 2, W est une matrice
d’Hadamard, a éléments réels +1 et —1.

On notera que le polyndme B (X) est commun en fait au
code C et & son dual C’, pour lequel il suffit d’échanger les
roles des vecteurs u et s, le premier désignant alors les sym-
boles de contrdle et le second les symboles d’information. Ce
polyndme constitue une représentation du classique tableau de
décodage (standard array).

En effet, chacun des ¢” termes du polyndéme Bo(X) dépend,
d’aprés (7), de I'un des ¢* vecteurs u et de I'un des ¢"*
vecteurs 5. On peut donc le représenter & 1’aide d’un tableau
comportant ¢* lignes et ¢"* colonnes indexées respective-
ment par les vecteurs d’information et les vecteurs de
contrdle, contenant A U'intersection de la ligne associée a u et
de l1a colonne asssociée a s le coefficient dans (7) qui dépend
de ces vecteurs, soit y(uPs”). Bien entendu, ce tableau est
immense pour des ordres de grandeur raisonnables et son
écriture releve alors de "I’expérience de pensée” ; la figure 1
en donne un exemple, dans un cas trés simple.

00 01 02 03 10 11 12 13 20 21 22 23 30 31 32 33
©0le o 0o o0 o0 0 O 0O © O O 0 0 0 o0 O
mfo o 1 1 1 1 ©0 O 1 1 © 0 0 0 I 1
®fo 1 1 0 1 0 0 I o 1 + 0 1 0 0 1
|l 1 0 1 0 ¥ O 1 1 ¢ t O 1 0 1 0
wi{o 1 1 o o0 1 1 O 1 0 o I 1 o o 1°
nf{o 1 o0 1 t ¢ 1 0 0 1 © 1 1 o0 1 ©
2{0 o0 o0 © ¥ 1 1 1 1 1 1 1t e 0 0 0
B3lo ¢ 7 1 o0 0 1 1 0 0O 1 1 O 0 1 1
20{0 1 0o 1 1 ¢ 1 O 1 0O 1 o0 0 I 0 1
2{0 1 1 o 0 1 1 ©06 ¢ 1 1 0 O 1 1 0
2ft0 0o 1 + 0 0 1 v 3 1 @ 0 1 1 O O
2(0 0 9 0 I 1 1 1 0 0 0 0 1 1t 1 1

-f{3y0 o 1 1 1 1+ @ O O O 1 1 1 tr 0 ©
31lo o 6 0 o o O O I 1 1 1 1 1 1 1
32(f0 ¢ 0 1 0 ¥ 0 1 O 1 0 1 0 1 0 1
3f0 1 ¥ o0 1 0 0 1 1 O © 1 0 1 1 0

Figure 1. Tableau représentant le polyndme B¢(X), défini
dans le texte par (7), pour le code MDS (4,2) de génératrice

10 a o?
G"[Olaza

construit sur le corps ¥4, dont o désigne un élément primitif.
Dans la figure, il a été noté 2 et son carré o a été noté 3,
ce qui est conforme a la représentation binaire des éléments.
Les coefficients du tableau prennent les deux valeurs +1 et
-1 et sont représentés sur la figure par I'exposant 0 ou 1 de
(-1). Les lignes et les colonnes y .ont été repérées par les
différents k-uples et (n—k)-uples (et non par les monimes
correspondants). Les éléments de ce tableau qui correspon-
dent aux mots du code ont été imprimés en italique gras.

On peut interpréter I’expression (6) comme signifiant que le
codage opére une décimation sur ’ensemble des r-uples,
réduisant leur nombre de ¢" 2 g%, car la transformation des
mondmes X° en produits X de polyndmes entraine que leur
somme sur une ligne du tableau, pondérée par les coefficients
de (7), se réduit 2 un unique mondme dont le coefficient est
g"*. Ce mondéme survivant représente le vecteur de controle
r el que

r=uP, ®)

ce qui exprime simplement I’appartenance au code du vecteur
uG, oi G est la génératrice (5).

4. Cas des codes MDS

Nous examinons maintenant les propriétés de ce tableau
lorsque que le code utilisé est de type MDS. La matrice P de
la relation (8) est alors telle qu’aucune sous-matrice carrée
qui en est extraite n’est singuliere [1] (P est dite de ce fait
"superréguliere” [5]). Cela implique en particulier qu’aucun
des éléments de P n’est nul et qu’il existe une correspon-
dance bijective entre chacune des lignes distinctes du tableau
et le mondme X’ survivant. La superrégularité de la matrice
P entraine que P, et donc r vérifiant (8), n’est jamais nul
pour u # 0.

Nous avons déja rappelé la propriété des codes MDS que tout
ensemble de k& symboles en des positions arbitrairement
choisies détermine un unique mot du code. Il s’ensuit que,
par combinaison linéaire de ses lignes, on peut transformer
une matrice génératrice G du code donnée par (5) en une
autre, qui se déduit d’une matrice de méme forme (5), avec P
superrégulitre, par permutation de ses colonnes.

On vérifie immédiatement que 1a superrégularité de la matrice
P entraine pour le tableau défini ci-dessus que, si 2k 2 n
(I’énoncé qui est vrai si 2k < n se déduit du suivant en
échangeant les mots "lignes" et "colonnes” d’une part, les
entiers k et n—k d’autre part) :

- g@"* lignes distinctes y sont présentes car les matrices-
lignes uP dans (7) correspondent 2 tous les (n—k)-uples dis-
tincts ;

- chacune des lignes distinctes y apparait le méme nombre de
fois, g% ;

- les colonnes y sont toutes distinctes ;

- une seule des lignes (colonnes) distinctes du tableau a tous
ses éléments égaux a 1; toutes les autres lignes (colonnes)
distinctes sont équilibrées en ce sens que la somme de leurs
éléments est nulle.

5. Les codes MDS imitent le codage aléatoire

Sous sa forme la plus directe, le codage aléatoire consiste 2
choisir chacun des symboles d’un mot avec une méme proba-
bilité indépendamment les uns des autres, tous les M mots du
code étant déterminés ainsi indépendamment les uns des
autres. Des procédés plus raffinés combinent un tirage de ce
type avec une sélection (expurgation) qui améliore la distri-
bution de distances obtenue.

Une variante possible du codage aléatoire consiste en un co-
dage systématique, en ce sens que les k premiers symboles de -
chaque mot en sont les symboles d’information. Soit une
table ayant ¢* lignes indexées par tous les vecteurs
d’information possibles et q™* colonnes indexées par tous
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les vecteurs g-aires possibles ayant n — k composantes. Cette
table comporte ¢” entrées. Nous faisons correspondre a cha-
cune d’entre elles le n-uple résultant de la concaténation du
vecteur # et du vecteur § qui reperent respectivement la ligne
et la colonne auxquelles elle appartient. Un code
systématique ayant M = g* mots peut en &tre déduit par un
procédé de décimation consistant 3 ne conserver qu’une
entrée par ligne pour désigner les n-uples appartenant au
code, faisant ainsi correspondre un vecteur de contrdle s a
chacun des vecteurs d’information u#. Cette décimation est
aléatoire si le choix de I'entrée conservée dans chaque ligne
est fait au hasard, avec une égale probabilité pour toutes,
indépendamment d’une ligne 2 la suivante. Des procédures de
sélection peuvent &tre envisagées pour mieux répartir les dis-
tances ainsi obtenues.

Nous avons décrit ci-dessus le codage d’une fagon tres
semblable. Cependant, la régle de décimation, qui désigne
Pentrée survivante de chaque ligne du tableau, n’y est pas
aiéatoire, puisqu’eiie s’exprime par ia relation déterministe
(8), mais d’'une complexité qui peut &re évaluée en remar-
quant que la superrégularité de 1a matrice P est invariante par
toute permutation de ses lignes ou de ses colonnes.
L’existence d’une seule matrice superréguli¢re entraine donc
son appartenance A un ensemble d’environ k!(n—k)! matrices
équivalentes (en fait un peu moins, car elles ne sont pas
toutes distinctes). Or, ce nombre dépasse largement celui des
(n—k)-uples qu’il s’agit d’associer aux k-uples d’information
si n et k sont suffisamment grands. Par exemple, si
n =2k = g, 'approximation par la formule de Stirling du
nombre de matrices superrégulidres équivalentes conduit a
2k (k/e)**, nombre qui croit plus rapidement en fonction de
k que celui des (n—k)-uples de controle, qui est ici de (2k)*.

Une dépendance complexe, comme celle que spécifie (8),
imite de ce fait un choix aléatoire. Certains auteurs comme
Chaitin assimilent d’ailleurs le hasard 4 1a complexité et fon-
dent une théorie de linformation algorithmique sur une
mesure de I’information associée 3 un objet par la taille mini-
male du programme qui le décrit [6].

En outre, les propriétés énoncées subsistent, comme nous
I’avons vu, quel que soit I'ensemble de & symboles dans le
mot qui est choisi pour indexer les lignes du tableau. Toutes
les positions de symbole jouent donc exactement le méme
role, propriété de symétrie qui est évidemment vérifiée en
moyenne par le codage aléatoire.

Nous sommes donc en mesure de confirmer 1’assertion
énoncée dans [7], o elle n’était que le constat de résultats
obtenus par simulation : si les parametres ¢, n et k sont
suffisamment grands, la combinaison d’un codage MDS et
d’une modulation symétrique conduit a une distribution des
distances euclidiennes trés voisine de celle qui résulterait en
moyenne du codage aléatoire. Les codes MDS, tres
structurés, imitent donc paradoxalement le codage aléatoire.

6. Perspectives et conclusion

Contrairement & ce que ’on a cru, il existe ainsi des moyens
de codage explicites dont les propriétés intrinséques sont rés
proches de celles du codage aléatoire ; ils sont méme connus
depuis plus de 30 ans. Leur utilisation doit en principe per-
mettre d’approcher la capacité du canal par un codage
déterministe, mais leur exploitation effective dépend surtout

de la possibilité d’un décodage presque optimal dont la com-
plexité reste, cependant, raisonnablement petite.

Ces résultats suggdrent notamment la possibilité d’un systéme
de modulation-codage destiné & un canal additif gaussien
combinant un codage MDS et une représentation des sym-
boles de son alphabet par une application bijective sur une
constellation symétrique. Sous peine d'une dégradation inac-
ceptable, le décodage doit alors étre pondéré. On peut
envisager pour cela l’algorithme de type séquentiel décrit
dans [8-10].

Les performances accessibles ainsi peuvent d’autre part &tre
estimées en assimilant la distribution des distances euclidi-
ennes A celle qui serait obtenue en moyenne par codage
aléatoire sans contrainte sur la position des points
représentatifs des signaux. Des calculs de Shannon supposant
le décodage exactement optimal [11] ont été repris a cet effet.
Leur validité implique que 1’on néglige la quantification de la
position des points due & I’emploi d’un alphabet fini,
hypothese 1égitime quand la norme du vecteur bruit est
supérieure en moyenne a la distance minimale entre ces
points, donc quand le codage est utile.
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