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RESUME

On présente un algorithme primal de calcul du spectre du
maximum d'entropie 1D dans le cas d'un jeu de corrélations lacu-
naire. Puis, on précise une régle de sélection de M corrélations
parmi N qui fournit le spectre le plus proche de celui utilisant la to-
talité de corrélations disponibles. Cette régle s'applique quelle que
soit la dimension.

1 - INTRODUCTION

A une dimension, lorsque I'on dispose d'un jeu de N+1 cor-
rélations contigués définies sur I'ensemble des N+1 premiers en-
tiers, on sait que le Spectre du Maximum d'Entropie (SME) est
identique au spectre AR(N). Le calcul du SME est alors ramené 4 la
résolution d'un probie¢me linéaire pour lequel il existe un algorithme
rapide qui exploite la structure de Teeplitz de la matrice de corréla-
tion : I'algorithme de Levinson. Lorsque les corrélations ne sont
plus contigués, le calcul du SME 1D revient 2 maximiser une fonc-
tionnelle non linéaire. Les différents algorithmes qui ont été propo-
sés [1][2] appartiennent 2 la classe des algorithmes de descente a
base de gradient.

Dans le cadre de I'approche donnée par Rozario et Papoulis
[2], nous développons, dans la premigre partie, une méthode origi-
nale permettant de calculer de fagon exacte le hessien de la fonction-
nelle & maximiser en utilisant la formule de Gohberg. La fonction-
nelle étant strictement concave, le probleéme est alors résolu en peu
d'itérations par un algorithme de Newton & pas contrdlé.

Dans la deuxime partie, nous abordons le probleéme du
choix d'un jeu de M<N corrélations parmi N : étant donné un en-
semble de N+1 corrélations défini sur les N+1 premiers entiers,
comment choisir, 28 M<N fixé, les M corrélations de retard non nul
donnant le meilleur SME associé ? Nous décrivons une méthode
originale donnant des spectres plus résolvants que ceux obtenus par
la méthode décrite dans [3].

2 - UN ALGORITHME DE MAXIMUM D'ENTROPIE
1D DANS LE CAS D'UN JEU DE CORRELATIONS
LACUNAIRE

2.1 - Principe

Soit DM une partie finie des entiers > 0 contenant M ¢é1é-
ments, et considérons un jeu de corrélations complexes défini sur

D complété par 1'origine :

{r(0), (x(n), ne D)} 6]
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Supposant ce jeu extensible [1], on se propose de calculer le SME
associé. On sait que la solution s'exprime comme l'inverse d'un
polynbme trigonométrique strictement positif :

S(f) = "'”1—7
P(f,1)
PEAD) =A0)+ 2Re Z A) e-2i1r[n' @
ne DM

Elle peut étre obtenue pratiquement en appliquant les méthodes gé-
nérales de dualité. On minimise alors la fonction convexe [1] :
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J@):l[ log —L—df +<A,r>-1), 3)
2 \ P(£,A)
-12
ol <k 1>=MOTO0)+2Re Y, A(m)r(),
ne DM

par rapport aux 2M+1 inconnues réelles :
{1(0), (Re A(m), Im A(n), ne @M)}.

La minimisation s'opére classiquement par des méthodes de des-
cente 2 base de gradient. Le gradient et le hessien sont alors
calculés par des FFT 1D. Cette méthode peut étre appliquée quelle

- que soit la dimension,

Dans le cas d'une seule dimension, il existe également une
solution primale qui n'opdre que sur un nombre fini de corréla-
tions. Soit N l'entier le plus grand contenu dans Dy, D l'ensemble
des N premiers entiers strictement positifs, Dy la différence

D\ Dy. Comme le polyndme P(f,1) est une fonction d'une va-
riable unique, il s'exprime d'aprés le théordme de Fejer-Riesz
comme le module au carré d'un polynéme de degré N. La fonction
S(f) s'écrit alors :
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S(f) = i )
N

2
1+ 2 a(n) e-ZiTCfn

n=1

ce qui montre que le SME 1D appartient 2 la classe des spectres
AR(N). On sait que 'entropie d'un tel spectre vaut :

172
H= %f log S(H) df=15log 6%
12

A partir des équations normales :

aR=c"¢l
ol
a=[La(l), ..., aN)],
er=[10. ... 0",

r0) (1) --- r(N))
(1) :

I
I

: (1)
(N) - 1) 10
on montre facilement que I'entropie du spectre AR(N) s'écrit :

logel R e;. @

La relation (4) exprime I'entropie du SME 1D comme une fonction
des corrélations connues {r(n), ne Dy} et des corrélations incon-

nues {r(n), ne Dg}. Le probléme est alors résolu en maximisant
(4) par rapport aux corrélations inconnues.

2.2 - Calcul du gradient et du hessien

Si{r(n)=xMm)+iym),ne Dy} représente les corrélations
manguantes, on se propose ici de calculer les dérivées premires et
secondes de H par rapport aux variables réelles {x(n), y(n), n €
Dg}. On montre que ces dérivées s'expriment sous la forme [5]:

GH _, . (9H| 9H _ . [3H
axmy 2 Re (ar(n))’ vy 2™ By
P ~ 9 3? )
a2 ke (ar(m)ar(n) * rmEmy)

2. 2 2
o*H _2Re( 3 3 )H

Sy rmyarm) | arimyar)
PH ( 9 9 )
ox(may(m) 21Im Jr(m)or(n)  or(m)or(n), H. G

11 suffit alors d'évaluer les trois dérivées suivantes :

oH PH - 9H
or(n) * dr(m)dr(n) ~ dr(m)dr(n)

Soit Zn désigne la matrice de décalage :

1 sij-i=n
0<ij<N,-N<n<N, Z,(G0,) =
0 sinon

on trouve en dérivant (4) et en utilisant les équations normales :

H .

B " g2 2L ©)

ce gui montre que le gradient de H s'exprime avec 1'autocorrélation
du vecteur des coefficients de prédiction.
En dérivant une seconde fois par rapport a r(mn), on obtient :

9°H _1
or(m)or(n) ~ 2

dH oH

(p(m,n) + p(n,m)] +2 ér—z-n—li . m ,

a
PH oH oH
Srtmarn) ~ 2 PE + PRl +2 57 2o
ol
pmn)=-L 2z, R Z, 2" ®)

G

Calcul de p(m.n

Disposant des coefficients de prédiction a I'ordre N, on peut
exprimer dans (8) Rl par la formule de Gohberg [4] :

s 62
ol
1
a; O
A= )
an a; 1
0
an O
A=
A e e in 0
En posant
tm=A1Zma , dm=A3Zma’, ©)

(8) s'écrit alors :



pmn) = - L (¢'men-dmda). (10)
[¢)

Les relations (5-7) et (9-10) résolvent le probléme posé.
2.3 - L'algorithme

Nous décrivons ici un algorithme de Newton 2 pas contrblé
qui converge beaucoup plus rapidement que l'algorithme du gra-
dient. En contrblant correctement le pas, la convergence globale de
I'algorithme est assurée du fait de la concavité stricte de la fonction
H [5] par rapport aux corrélations inconnues.

Si uk =[xk, y@]", ne Dy désigne le vecteur des parties
réelles et imaginaires des corrélations inconnues, gk le gradient et
Ak le hessien 2 I'étape k, 1'algorithme se décrit alors de la manigre
suivante :

1) Initialisation
2) Calcul des dérivées premilres et secondes

3) Test d'arrét, si Il 8k |l <€, alleren 9)

4) Calcul du vecteur de montée dk = - Ak gk
5) Calcul du pas o qui maximise H( uk + ox di )
6) Accroissement du vecteur des corrélations inconnues
Uk+1 = Uk + ok dk
7) Calcul des coefficients de prédiction et de 62 par Levinson

8) Alleren 2)
9) Fin

Remarque sur le calcul du pas : L'étape 5) nécessite quelques pré-
cautions. En effet, 1a matrice de corrélations R construite avec le

vecteur uk + ok dk n'est pas nécessairement positive V ak.
Comme pour le probléeme dual [5], on montre que R reste positive
ssi ok € I=[0, ag [ ol 03 est une asymptote verticale de la fonc-
tion H( uk + ok dk ). &g n'est pas calculable de maniere simple,

mais 'algorithme de Levinson (implicitement utilisé lors de cette
étape pour le calcul du critdre) permet de tester pratiquement
l'appartenance de ok a l'intervalle I en contrblant le module des co-

efficients de réflexion. Ceci permet de conserver la positivité de R
tout au long de I'algorithme.

3 - SELECTION D'UN JEU DE CORRELATIONS
3.1 - Position du probléme

Le problzme suivant se pose aussi bien en une ou en plu-
sieurs dimensions. Pour la cohérence de l'exposé, nous le présen-
tons ici en 1D, étant entendu que la solution proposée peut étre ap-
pliquée quelle que soit 1a dimension.

Soit D une partie finie des entiers >0 contenant N éléments.
Considérons un jeu de corrélations extensible défini sur D
complété par 'origine : {r(0), (r{n), ne D)}, et soit S(f) le SME
associé. S() est l'inverse d'un polynéme, et peut étre obtenu en
minimisant la fonction convexe (2).

Parmi les corrélations qui servent a construire e SME S(f),
toutes ne contribuent pas de fagon égalitaire au résultat final. Par

exemple, si le signal est compos€ d'un bruit blanc et d'une somme

de fréquences pures, les corrélations associées aux grands retards
contribuent le plus 2 1a résolution. A M<N fixé, peut on identifier
de fagon générale les M corrélations les plus significatives ? Soit

Arr
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Dm = D\ Dg l'une des CI: parties de D contenant M éléments, et
Sm() le SME associé. Par construction, 'entropie de Sp(f) est
plus grande ou égale a celle de S(f). Nous considérons que le
meilleur choix de D est celui qui donne le SME dont l'entropie
est la plus proche de celle de S(f). Cette procédure s'apparente

M
donc a un critere de minimax : parmi les CN dsp d'entropie

maximum construites avec tous les sous ensembles Zhy, on retient
celle dont I'entropie est la plus petite.

La mise en ceuvre de cette procédure suppose toutefois le

M
calcul préalable de C N SME et n'est donc pas envisageable prati-
quement. Nous donnons ci-dessous deux solutions
approximatives.

3.2 - Approximation quadratique du critére

-1
Considérons le SME S(t’):[P(f,Lo)] calculé avec la
totalité des corrélations disponibles. Au point Ag, la fonction

convexe (2) qui définit le probléme dual est alors minimum, et
égale a l'entropie de S(f). Elle admet un développement quadratique

autour de Ap :

I = Jo) + %(L-Lo)TQ (A-2o), (11)
ol A désigne le vecteur réel d'ordre 2N+1 :

A =[M0), {Re A@), Im Acw), ne DY

Calculer le SME Sp(f) associé & Dy = D\ Q)g équivaut a minimi-

ser la fonction (2) dans laquelle les inconnues A(n) associées A @g
ont été mises a zéro. Au lieu de minimiser cette fonction, on peut
aussi minimiser son développement quadratique (11), ce qui
conduit 2 des formules explicites. Par une permutation convenable
des inconnues, on peut toujours supposer que les variables mises &

zéro sont placées 2 la fin du vecteur ). Si nous posons :

Ao= [2&0,1, lo,z]T,

Q_.:(Ql,l QI,Z} _1=(Ql.l Q1,z}

Q21 Q22 Q¥ g*?

un calcul élémentaire montre que le minimum de la forme quadra-
tique (11) quand les 2(N-M) dernitres composantes du vecteur A
sont mises 2 zéro a lieu pour :

-1
AMi1=A01+Q1,1Q12402,

et que l'accroissement d'entropie correspondant vaut :
q

ATm =JAm,1.0) - Jho) =%L€,2ZLO,2 , (12)

oo 3 =1027"=0s5- 021011 Q12

Ces relations constituent la base d'une méthode possible de sélec-
tion des corrélations :

() on calcule le SME correspondant 2 la totalité des corrélations
disponibles, puis le hessien du probl¢me dual et son inverse.
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M
(ii) on calcule les CN formes quadratiques (12), et on retient
l'ensemble Dy qui donne le plus petit accroissement AJpm.

M
Si le calcul des CN formes quadratiques est jugé trop coiiteux, on
pourra se contenter d'une procédure diagonale : étant donné la va-

riable complexe A(n), il lui correspond dans la matrice Q" un bloc
diagonal 2x2 de la forme :

_{4q1,1 Q1,2
g"_(fh,l Q2.2 )

auquel correspond l'accroissement d'entropie

T -1
Un Qn Un,

Op =
avec un = [Re A@), Im A) .

Les corrélations retenues sont alors celles qui fournissent les M ac-

croissements ap les plus grands. Lorsque le hessien est proche
d'une matrice colinéaire 2 l'identité, ceci revient 3 sélectionner les

M corrélations associées aux multiplicateurs A(n) de plus grand
module, et non, comme il est proposé dans [3], les corrélations de
plus grand module.

3.3 - Exemple

Soit r(n) la suite des corrélations d'un signal composé de
deux sinusoides complexes d'amplitude 1, de fréquences normali-
sées f1=0.25 et £2=0.3, noyé dans du bruit blanc de variance

62=0.2:

r(n) = e2in:f1n + e2i1tf2n + 628(1'1).

Considérons le cas N=9, M=5, et comparons les résultats
obtenus par la méthode du § précédent et celle décrite dans [3]. La
méthode de Lagunas sélectionne les corrélations de plus grand mo-
dule. Dans le cas présent, la suite des modules [r(m)| étant stricte-
ment décroissante pour 1<n<9, le spectre correspondant est le
spectre AR(S) calculé avec les 6 premilres corrélations. Pour notre
méthode, les corrélations retenues sont r(0), r(2), r(3), r(4), 1(5),
r(9), quelle que soit I'approximation considérée au § 3.2.

La Fig.1 représente les spectres obtenus par les deux méthodes. On
constate que la néire permet de séparer les deux sources et l'autre
pas.

La Fig.2 montre que les spectres Ss(f) et S(f) sont trés proches.

4 - CONCLUSION

Etant donné M+1 corrélations complexes incluant celle de
retard nul, la détermination du spectre d'entropie maximale passant
par ces corrélations s'effectue en général en traitant le probleme
dual. Le spectre s'obtient alors en minimisant une fonction convexe
de 2M+1 variables réelles. Nous avons montré qu'ad une
dimension, la solution peut &tre obtenue également en résolvant le
probléme primal. Si N désigne le retard maximum des corrélations
disponibles, on est alors conduit & maximiser une fonction convexe
a 2(N-M) variables. Les techniques d'optimisation mises en jeu
dans les deux cas et les vitesses de convergence étant comparables,
on a intérét 2 utiliser l'approche primale si 2(N-M) < 2M+1.

Le probléme du choix des corrélations les plus significatives
dans les méthodes de maximum d'entropie a été traité en observant
qu'dter des corrélations fait augmenter l'entropie, ce qui suggere
d'éliminer les corrélations qui produisent I'augmentation d'entropie

AMPLITUDE (dB)

AMPL ITUDE (dB)

la plus faible. Dans 1'approche duale, 6ter des corrélations revient 2
metire & z€ro les multiplicateurs de Lagrange correspondants, et
nous avons proposé une procédure approchée qui permet
d'identifier les corrélations d'entropie la plus faible. Ceci peut
servir 2 la réduction de modele, et 2 la représentation d'un spectre
par un nombre minimal de parametres.

25,

Fig.1. Spectres du maximum d'entropie calculés pour deux jeux de
corrélations. En pointillés : spectre calculé avec les corrélations ob-
tenues par la méthode de Lagunas (spectre AR(S)). En trait continu
: spectre S5(f) calculé avec les corrélations obtenues par notre mé-
thode.

25,
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Fig.2. Comparaison du spectre Ss(f) calculé avec les corrélations
obtenues par notre méthode (trait continu) et le SME 1D calculé
avec toutes les corrélations (pointillés) qui est identique au spectre
AR(9).
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