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RESUME

Résumé. A partir d'un modele de processus linéaire-
quadratique (1.Q) 2 spectre de raics, nous traitons le probleme de
la détection d'un couplage quadratique entre trois composantes

fréquentielles, en utilisant la bicohérence du processus. Nous -

définissons une mesure de la participation d'une composante &
la partie quadratique du signal. Cette mesure est appliquée a la
surveillance d'un systeme d'engrenages.

1 INTRODUCTION

Un des paramétres les plus caractéristiques des machines
tournantes est leur état vibratoire. Plusicurs méthodes de
traitement du signal sont déja utilisées pour fairc un diagnostic
sur Ie fonctionnement ou I'état de ces machines en utilisant
leurs vibrations. Etudions sommairement les vibrations d'une
machine tournante particuli¢re : un systtme d'engrenages. Un
systeme d'engrenages simple est constitué d'une roue dentée
menante et d'une autre menée. Deux caractéristiques du spectre
d'un engrenage sont la fréquence de rotation fy qui cst lie 2 la
vitesse angulaire de la roue, et la fréquence d'engrénement fe qui
est le produit de la fréquence de rotation par le nombre de dents
de 1a roue. Le bruit propre d'un systtme d'engrenages parfait est
le signal d'engrénement c'est-a-dire la prise de contact entre une
dent de 1a roue menante et une dent de 1a roue menée. Ce signal
est périodique de {réquence fp ; son spectre est distribué sur la
fréquence fe et sur un certain nombre d'harmoniques de fe. Pour
un systtme d'engrenages réel, & ce signal d'engrénement
s'ajoutent ou se combinent d'autres composantes dues aux
imperfections du systéme. Par exemple, les défauts des
¢léments tournants (roues, axes, roulements) entrainent unc
modulation d'amplitude du signal d'engrénement par le signal
des ¢léments tournants distribué sur la fréquence de rotation et
ses harmoniques. Nous proposons dans c¢ papier unce méthode
de surveillance des engrenages basée sur la détection de ces non
lindarités en utilisant la bicohérence des vibrations.

2 BISPECTRE ET BICOHERENCE

Soit {xn} un signal aléatoire a valeurs réelles de la variable
discrete n, non déterministe, ergodigue, centré et stationnaire
d'ordre trois (les statistiques d'ordre un, deux et trois ne
dépendent pas de l'origine de la variable n). {x,} a une
bicorrélation qui est le moment croisé du signal & trois instants
1, 1+m ct l+n, qui peut s'écrire uniquement cn fonction des deux
retardsmetn:
R3(m,n) = E{X] Xl+m Xl+n)

Le bispectre de {x,]} est la transformée de Fourier (TF)
bidimensionnelle de sa bicorrélation [1] :

ABSTRACT

Abstract. From a model of a linear-quadratic (LQ) process
with line spectrum, we deal with the detection of a quadratic
coupling between three frequency components by using the
process bicoherency. We define a measure of the contribution
of one component to the quadratic part of the process. That
measure is applied to the gears supervision.

oo o0
(1) Bloy,02) = 2 2 R3(m,njexp{-j(w1m+wyn))
M=-00 =00
La condition d'existence du bispectre est que la bicorrélation
soit absolument intégrable. A partir de la représentation

spectrale de Cramer du signal
s

Xn = jexp(jmn)dZ(m)
I
nous pouvons définir la densité spectrale de puissance (DSP)
S{w) et le bispectre de {xn} de la manigre suivante [2] :

S(w)dw1/2r wi+w=0 mod(2r)

Eldz(epdz(e) “{0 ©1+02#0 mod(2r)
(2) E{dZ(w1)dZ(w2)dZ(w3)} =

{B(wl,mz)dmldmgﬂn ©1+01+@3=0 mod(2r)

0 W1+02+w320 mod(2x)
La nullité de la densité spectrale en dehors de 1a famille de
droites paralltles ©1+02=0 mod(2r), et 1a nullité de la densité
bispectrale en dehors de la famille de plans paralléles
®w3+w1+w2=0 mod(2x), sont dues & la stationnarité du
processus. Ces deux sous-espaces sont respectivement les

multiplicités stationnaires d'ordre deux et trois.

La formule de Parceval, nous donne une interprétation physique
de la densité spectrale de puissance S(w) d'un processus réel :
c'est la distribution de la puissance du signal sur 'ensemble des
couples de composantes fréquenticlles de fréquences opposées.
Prenons la TF inverse de la définition (1) et posons m=n=0 :

1
@ny’.

T T
3
E{x|"}= J IB(wx,wz)dmdmz
T T

Le bispectre apparait comme la distribution de E{xn3} sur la
multiplicité stationnaire d'ordre trois.

Le bispectre a les propriétés de symétrie suivantes

(3)  B(A,A2)=B(A1,-A1-A2)=B(A2,-A1-A2)=B(A2,M)
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=B*(M,22)
et la propriété de double périodicité
4) B(A1, A2)=B(A1+21, Ao+27)

La multiplicité stationnaire est I'ensemble des points [3]

A = {(MA2.A3) / M+Ag +A3=0 mod(2m))

En utilisant (3) et (4), cet ensemble de définition peut &tre
réduit aux deux domaines suivants :

A1 = {(MA223) [ -n<hisn et A +ho+A3=0}
Ao = {(AM.A2A3) [ -mShisn et A+Ag+Asz=2m)

Grice aux propriétés (3), ces deux domaines sont réduits chacun
a un triangle représentés dans le méme plan Figure 1 :

A = Triangle[(0,0) , (%, ’21) ©.1)]

Aj = Triangle[(n , 0) , (2 2) (27t 2”)]

M2
(2,m2)

J A S (2/3,21/3)

w1

Figure I : domaine Ajet Ay

Lorsque le processus est numérisé en respectant la condition de

Shannon, le bispectre est nul sur Aj. Ay suffit alors 2 la

connaissance totale du bispectre.
Définissons la bicohérence de {x,} de la maniére suivante [4] :

(5) bec(wi,w2) = lim 0 ——B(un ©2)

Av—0 248V

© Blw1,w2)=
>

w1+AV +AV

| [ B(Hip2)dpidug
W1-Av n-Av
w1+Av wy+AvV W1+O2+AV

[S®ndur [ S(k)dpz [ S(u3)du3
—1-Av w2-Av W1+W2-Av —

Avee les conditions sur {xp}, cette limite tend vers la defmmon
classique [2]

2
(M beo1,02) [p100)
clw1,02) = -
S(@1)S(w2)S(w1+02)
3 PROCESSUS LQ A SPECTRE DE
RAIES

Le processus {xp} qui nous a servi & définir les outils
statistiques a une DSP continue. Considérons un processus 2
spectre de raies, constitué de modeles simples tel celui ci

(8) yn=Ajcos(2rAin+91) + Apcos(2rAon+¢o) +
A3zLcos(2mA3n+$3L) + A3Qcos(2rAzn+d3Q)

Les Aj sont des constantes ; A3=A1+A2 ; $3Q=01+02; 91, $2

et ¢31. sont des variables aléatoires indépendantes et

uniformément distribuées sur [-m,x]. Supposons que

0sh1<A251/2 et A3<1/2 (fréquences réduites) pour nous situer
dans le domaine Aj. La quatridme sinusoide est liéc aux deux

premires par la relation de phase ¢30=9¢1+¢2 ; cette relation
s'explique par un couplage quadratique des deux premigres
sinusoides. Les troisime et quatriéme sinusoides représentent &

la fréquence A3, respectivement la partic linéaire et la partie
quadratique due au couplage des deux premiéres sinusoides.

La DSP du modele est un résultat classique :

© s<u>-i[Af[5<u-xl>+5<u+xm b A0 A B +

2 2
(a2 + A, Q][sm-x3>+6<u+x3>]}

L'expression (9) montre bicn que l'ordre deux ne nous permet
pas de conclure sur une éventuclle relation de phase (Azg#0)

la puissance linéaire A32L/4 et la puissance quadratique A 2 /4 a

3Q
la fréquence A3 ne sont pas découplées.
La bicorrélation du modtle (8) est

(10) R3(k,1)=A—“5§ﬂQ [cosnrzk-AaD)+cos2n(hik-A31))

+cos(2r(Azk-Al))+cos(2n(Azk-Aq1))
+C0$(21t(l1k+7»21))+COS(2TC(7»2k+7»1))]

+ ALA2BILE { cosom(ok-Ma+o31-030)
+00s(2n(A 1k-A3D+$3L-03Q)+cos(2m(Azk-Aol)+¢3Q-93L)
+c0s(2n(A3k-AD+03Q-¢3 1 )+cos2r(A k+AD+d31-030)

+c0s(2r(Ak+A 1 D+¢3L-03Q) }

et son bispectre a pour expression dans Ay,
A1ALA
(1) B(uik) = L=222501-09)82-M)

Le bispectre est donc une impulsion de Dirac au point (A2,A1).
De la composante de fréquence A3, scul le terme quadratique
intervient dans l'expression du bispectre.
En utilisant (9) et (11) dans la définition (5) de la bicohérence,
nous voyons que pour notre modele cette fonction tend vers
I'infini au point (Ag,A1). Pour les processus & spectre de raies,
la définition de la bicohérence qui doit &tre utilisée est
(12) bp(w1,w2) = lim PB(01,02)

Av—0
Pour notre modéle simple, cette bicohérence normalisée, au
point (A2,A1), est égale &

A2

(13) bp (A2,h1) = 52—

A3L + A 3Q
qui est le rapport de 1a puissance quadratique sur la puissance
totale a la fréquence Az. Nous appelons ce rapport le coeflicient
de couplage quadratique R des trois composantes.

4 ESTIMATION DU COEFFICIENT R

En estimant la DSP par le périodogramme moyenné,

(14) S(u)=-z

ct le bispectre par le blperxodogramme moyenné,

i
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(15)  Buk)=¢ 3 YiHDYim2)Yi (1+12)
i=1
nous obtecnons l'estimateur suivant de la bicohérence
normalisée,

B!’
(16)  bpuing) =i kb2

M A A A
, SUDSE2)SEH1+12)
ou K est le nombre de réalisations du processus, M est le

nombre d'échantillons par réalisation et ?i(u) est la transformée
de Fourier discréte (TFD) de la ime rgalisation. Le filtre
(irréalisable) de gain unité et de largeur 2Av utilisé dans la
définition (12) est remplacé par la fenétre spectrale de la
fonction rectangulaire de longueur M et d'amplitude unité. On
montre que lorsque M— oo, cet estimateur est consistant.
Notons que I'estimateur de (5) est obtenu en multipliant (16)
ar M.

gn utilisant la DDP du bipériodogramme moyenné [5] nous
obtenons un estimateur non biaisé de R en corrigeant (16) :

A
A Kbp(Ag,M)-1
(17) R =Bl

oll A, B et C sont des constantes dépendant de R et de K, ct ol

=A+BX +Ca

X et a sont respectivement une variable de chi-deux & deux
degrés de liberté et une variable normale centrée réduite,
décorrélées. La variance de l'estimateur est,

(18)  Var J{RA }= (1 -R)X(1 -R + 2KR)

& -1)°
Notons que cette variance tend vers 0 lorsque K augmente et
que cette variance est nulle quelque soit K22 lorsque R=1, c'est-
A-dire lorsque la composante de fréquence A3 est totalement due
au couplage quadratique des deux autres composantes.

5 DETECTION DE COUPLAGES
DEGRE DE COUPLAGE

En considérant X et a indépendantes, nous obtenons une
approximation de 1a densité de probabilité (DDP) de R :

A A
Aol c R-al { R-Al
(19) f(R/R)—F.D.erf{2B e exp - B |
erf(x) est la fonction d'erreur. D est une constante dépendant de
R et de K, et Fest un coefficient de normalisation.

Connaissant 1a DDP de R conditionnée par la vraie valeur R,
on peut calculer la probabilité de détection d'un couplage de
coefficient R donné, qui sera la probabilité pour que

A . , . N . " .
I'estimateur R ait une valeur supéricure a un seuil de détection :
400

(20) PD(R)=Prob[ R >seuil / R#0 }: j £(R / R=0)dR

seuil
La probabilité de fausse alarme sera, lorsqu'aucun couplage

n'existe (R=0), 1a probabilité que I'estimateur IQ ait une valeur
supérieure au seuil de détection :
+oo
A A A
=Pr0b|: R 2seuil / R=0 ]= J f(R/0)dR

, seuil
Avec un seuil égal 4 n/(K-1), n entier, alors

21D PFA

= Prob[ X2 2(n+1)]
~ 0.05.

(22) Po o

Ainsi, pour n=2, PFA

EY,3

l« !gl!rﬁ Z

En pratique, lorsqu'un couplage est détecté, il existe trois
solutions pour l'identité de la composante qui résulte cn partie
ou totalement du couplage des dcux autres. La puissance
quadratique de chacune des fréquences peut donc sculement &tre
maximisée.

La Figure 2 présente la bicohérence normalisée du modele

simple sur Ay plus un triangle inférieur qui apporte une

information redondante. Dans ce domaine, sur une droite
d'équation p1+uo=f, nous trouvons tous les coefficicnts de
couplage liés a la fréquence f. Nous aurons une mesure de la
participation de la composante de fréquence f & la partie
quadratique du processus, par le nombre Ng(f) des maxima
locaux de la bicohérence normalisée et corrigée sur cette droite.
Ce compteur peut étre normalisé par lc nombre Np(f) de points
de cette droite. Nous définissons ainsi le degré de couplage,
compris entre 0 et 1, par
Ng(f)

(23) ddc(f)= No(D

Cette mesure est appliquée a des enregistrements espacés dans
le temps des vibrations d'engrenages afin de détecter les
variations de la distribution des couplages dans la multiplicité
stationnaire.

6 APPLICATION

L'expérience. Deux réducteurs a engrenages sont relié par un
axe ayant une vitesse angulaire de 1000 t/mn (f;=17Hz). Le
premier réducteur a un rapport de dents de 40/42 et le second &
un rapport de dents de 20/21. Les fréquences d'engrénement sont
donc respectivement de 333Hz ct 666Hz. Les signaux
d'engrénement sont donc superposés. Un capteur
accélérométrique est placé sur le palicr du second réducteur qui
fonctionne avec une pression d'unc roue sur l'autre forte afin
d'obtenir une usure rapide. La cassurc d'une dent se produit au
11¢me jour, Nous disposons d'enrcgistrements quotidicns de
~1s numérisés 4 12KHz soit ~15000 échantillons.

Traitement. Un enregistrement quotidien est découpé en 29
segments de 512 points. Le périodogramme moyenné et le
bipériodogramme moyenné sont calculés sur ces 29 segments.
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La bicohérence normalisée puis corrigée est ensuite calculée. La
figure 3 représcnte le degré de couplage de la premigre fréquence
d'engrenement (333Hz) et de ses huit premiers harmoniques ¢n
fonction du jour, avec un seuil de détection de 0.05. La
probabilité de fausse alarme est alors de 0.09. La Figure 4 est
la moycnne de ces neuf courbes ; clle semble montrer que les
variations quotidienncs des degrés de couplage des neuf A
harmoniques sont décorrélées. En fait toutes les composantes
du signal ont ét¢ prises en compte a exception de la fréquence 0 ot
de puissance nulle. L'information utile est polluée par un grand [
nombre de fausses alarmes dues 4 un bruit additif faible et au = 1
bruit de calcul.

Les figures 5 et 6 sont obtenues de la méme fagon que les ) . \
Figures 3 et 4, mais en tcnant compte uniquement des 2 ‘ ¢ 8 10
couplages détectés entre des composantes de puissance jours

supéricure & -25dB du maximum de la DSP. Nous éliminons Figure 3

ainsi les fausses alarmes dues au bruit. Nous voyons tres s -
ncttement que les variations quotidiennes des degrés de

couplages des neuf composantes sont corrélées. Nous

observons une augmentation du nombre de couplages jusqu'au L — e
huitieme jour, puis une diminution les decux jours précédant la [
cassure. Ce résultat s'explique de la manitre suivante : la asf- 8
bicohérence augmente lorsque les défauts apparaissent, puis [
lorsque les défauts deviennent nombreux le bruit qui icur est
propre tend 3 étre de distribution gaussicnne et la bicohérence
diminue [6].

7 CONCLUSION

Pour un modele de processus LQ a spectre de raies, nous avons 2 : + s ) 10
défini une fonction qui mesure a chaque fréquence le degré de jours

participation de la composante 2 la partic quadratique du signal. Figure 4

Cette fonction, le degré de couplage, est un compteur normalisé "
des couplages quadratiques dans lesquels intervient la
composante, détectés par la bicohérence du processus.

Le degré de couplage, s'il ne mesure pas directement la
puissance quadratique a une fréquence, permet de détecter une
modification de la distribution des couplages quadratiques dans
la multiplicité stationnaire au cours du temps. La méthode
présentée s'applique a des processus stationnaires sur la durée
d'un enrcgistrement. Nous avons appliqué la méthode a la
surveillance d'un réducteur a engrenages et les résultats que
nous avons obtenus sont cohérents avec ce que nous savons ool 1
déja sur le vieillissement des engrenages. ]
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