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RESUME

La communication présente quelques résultats sur
I'analyse bispectrale fondés sur une propriété des
signaux échantillonnés, la périodicité de leur
transformée de Fourier : une remarque sur le
support spectral du signal (avant échantillonnage)
montrant les conditions autorisant la comparaison
des triples corrélations des signaux avant et aprés
échantillonnage et trois méthode de
reconstitution : une technique de projection
donnant la reconstitution optimale au sens des
moindres carrés ; une variante des techniques
récursives classiques ; un nouvel algorithme
utilisant la valeur du bispectre sur une diagonale.

1. INTRODUCTION

L'analyse bispectrale devient un outil important en
reconstitution dimages en astronomie. Grice au théoreme
sur la clbture de phase, il est possible de reconstruire des
images en éliminant l'effet de miroitement di aux
turbulences atmosphériques ("speckles™) [13], [14]. Clest
maintenant un outil bien connu des astrophysiciens [4], [7],
[8], [17] et actuellement trés en vogue chez les spécialistes
de la modélisation dans différents domaines ([1], {2], [3],
[6], [9], [10], [11], [15], [16]). Cependant, bien que les
développements et les applications soient réalisés par des
traitements numériques, la plupart de ces travaux
n'utilisent pas de maniére exhaustive une propriété
fondamentale des signaux échantillonés : la périodicité de
leur transformée de Fourier et de leur bispectre.Notre
objectif est donc de formaliser certains problemes
d'analyse bispectrale dans ce contexte, ce qui améne 2
quelgues résultats intéressants qui ne sont pas mentionnés
dans les articles de synthése de Mendel [10] ou de Nikias et
Raghuveer [11]. (Les développements sont exposés dans le
cas des signaux monodimensionnels mais leur extension au
cas des signaux bidimensionnels est immédiate {5]).

La triple correlation (T.C.) d'un signal "analogique” f(t)
est

rxy) = JA £ (OF (+)f (try)dt 0

ol A est le support of f(t). Sa transformée de Fourier est
le bispectre qui se déduit de la transformée de Fourier
F{u) de ft)

B{u,v) = F(W)F(v)F(-u-v) 2)
Leurs phases sont reliées par

Ppu,y) = @gu) + V) + -u-v) (3)

On a une relation similaire sur les logarithmes des
modules.
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2. ECHANTILLONNAGE DELA T. C.ETT. C.
D'UN SIGNAL ECHANTILLONNE

Le bispectre B (u,v) du signal échantillonné f(t) est

Bs(u,v) = [ i Fa(u-2mm)]
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Suppont de la transformée de Fourier périodisée
de la triple corrélation du signal continu

[]Il] Support du bispectre du signal échantillonné

Fig. 1. Effet de repliement dans le bispectre d'un signal
échantillonné



ot les sommes sur mj, mpetms correspondent 4 la
transformée de Fourier de f(t) obtenue par périodisation.
Alors, Bu,v) est égal au résultat de la periodisation du
bispectre de f(t)

Biu,v) = i i Fa(u-2mm)F,(v-2nm)F,(-u-v-2mn-2n7)
T )

si et seulement si le support de F(u) est (fig. 1)

lul <27/3 (6)

Lorsque (6) est vérifiée, la triple corrélation de f(t)
s'obtient par échantillonnage de la triple corrélation de
f{t). Cependant, si (6) n'est pas vérifiée, les deux
bispectres cofncident a l'intérieur de I'hexagone
-w<lul, v lu+vl<m mais pas dans les deux "coins” du carré
- n<lullvlier, lu+vl>m. Ce résultat montre qu'il faut
prendre quelques précautions dans l'interprétation de
résultats de simulations.

Remarques : 1. Du fait de cette différence entre les
bispectres des signaux continus et échantillonnés, les
résultats présentés dans les paragraphes suivants ne sont pas
applicables directement & la recontruction des T.F. des
signaux

2. La comparaison des deux triples corrélations n'est
possible que si I'échantillonnage de la triple corrélation
"continue” se fait selon un motif carré ; cet échantillonnage
ne peut pas respecter la géométrie optimale qui est le
parallélogramme (10/9, 10/9 ; 8/9, - 4/9).

3. RECONSTITUTION DE LA T. F. DU SIGNAL
ECHANTILLONNE A PARTIR DU BISPECTRE

3.1. Reconstruction exacte

On considére la phase (ou le logarithme du module) du
bispectre @g(u,v) de période 27 en u et en v. D'aprés (3),
on peut écrire

j ¢p(u,v)dv = 2nep(u) +f Qp(v)dv +J Qp(-u-v)dv

R - -7t

(N
En tenant compte des symétries de ¢gu,v) et comme
n ¥ T
f f ©p(uv)dudy = 6nf op(wdu
Y T (8)
ona
1 i 1 n K
OHu) = —f Qglu,v)dyv - *J' f Qp(w,v)dwdv
27t -1 E L 1
6n ©)

C'est une justification élémentaire de la technique de
reconstruction de la phase déja proposée en [15], [16].

3.2. Reconstruction optimale au sens des moindres carrés

On considere la projection d'une fonction périodique
©g(u,v) sur une base orthonormée eyx(u,v) de l'espace des
fonctions de la forme

©(u,v) = Qr() + Qp(V)+@s(-u-v) (10)

ol pp(u) est périodique :

1-8(k) +6(—k)— lexp(Gku) + exp(jkv) + exp(-jku-jkv,

33

ex(u,v) = |

(11
Les composantes hq(k) de ®(u,v) sur cette base sont liés
aux coefficients de Fourier de @g(u), soit hy(k) par

L1800 800
he(k) =1 3 +ﬁ]m() (12)

Il est ainsi possible de reconstruire @g(u) en connaissant
he(k). Donc compte tenu du théoréme de projection, la
meilleure estimation de @g(u) au sens des moindres carrés
connaissant @g(u,v) est

T

'
Pp(u) = 31; f n @a(u,v)dv + glgf @p(v,u)dv

-

i b T
+-L op(vov-uydy - op(w,v)dwdy
on i 6712 .

(13)

Cette relation se simplifie en (9) lorsque @g(u,v) vérifie les
symétries bispectrales. Ce résultat est 1ié  ceux obtenus par
A. Lannes dans un contexte différent [4] ; on peut aussi
I'obtenir dans le cas des transformées de Fourier et des
bispectres discrétisés [5]. L'extension de ce résultat au cas
des signaux multidimensionnels et aux polyspectres est
directe.

Comme (9) et (13) contiennent des divisions, cette
technique de reconstitution pose un probléme de
détermination de phase qui sera bri¢vement discuté dans le
cinqui¢me paragraphe.

4. ESTIMATION RECURSIVE DELA T. F.

Dans la suite de la communication, nous considérerons
uniquement les bispectres discrétisés définis pour NxN
couples de fréquences

u,v=-m,-ni(1-12N) ,. . ., mn/2N, ..., n(1-1/2N)
4.1. Extension des récurrences classiques

Les techniques récurrentes ([6], [7], (8], [17]) permettant de
reconstruire @gu) connaissant @gu,v) n'utilisent pas la
périodicité du bispectre qui permet des variantes de ces
algorithmes. De plus, ces techniques partent d'un choix
arbitraire d'une phase @g(vy) et calculent la récurrence

©r(u+vy) = @p(u) + Or(vo) - @glu, vo) (14)

Pour que ce cacul soit cohérent avec la périodicité du
bispectre, Qr(vy) doit vérifier

N-1
or(vo) =L > @n(u, vo)
N 5 (1s)

ce qui signifie que le choix de @r(vg) n'est pas arbitraire :
le signal échantillonné ne peut subir que N différents
décalages qui doivent &tre compatibles avec
I'échantillonnage.

Le bispectre est périodique et vy n'est pas nécessairement
dans le domaine des basses fréquences. En effet, les
sommations sont effectuées modulo 27 : si vy vaut 2nmt/N
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Fig. 2 : Enchainement des calculs dans la reconstruction
récurrente (v=1) et dans une variante (v=3)

ol n et N sont premiers entre eux, la récurrence (14)
permet encore de calculer toutes les valeurs-de @g(u) ; on
peut ainsi appliquer ces techniques récursives a des valeurs
différentes de la phase (fig. 2).

4.2. Une autre forme de reconstruction

On suppose que le bispectre est connu sur la diagonale soit
©glu,u), ot u =2nn/N pourn =0, ..., N-1, (3) devient

@gu,u) = 29du) + @f-2umod 27w) (16)

(D'apres les propriétés des projections de Radon, la valeur
du bispectre le long de cette diagonale est donnée par la
projection de la triple corrélation

oo oo

r(x) = Y ¥ fOf(t+x+s)f(t+x-s)
(o s=ee0 (17

Cette restriction 2 la diagonale a été utilisée dans [2]). La
reconstruction est alors particuliérement simple lorsque N

M
est une puissance de 2, N=2 . Su par exemple M =3, il
faut résoudre

05(0,0) 300 0000 0f|ed®
ogLD) 0200001 0]||eLD
0K2.2) 0020100 0]l|?D
©K3.3) 0012000 0}]|93
) 11 00 0 2 0 0 0 ||9ED
©6-3-3) 1o 00 00 21 01}|®KD
22 1o 00 01 0 2 0[|PHD
e 1o 01 00 00 2 ||@D

Les N fréquences u peuvent &tre codées sur M bits. (3)
s'écrit

Opu) = 1/2 [pgu,u) - 9(-2u mod ZM)] (18)

(18), tout comme (9) ou (13), nécessite une division et pose
donc un probléme de détermination de phase ( cf.
paragraphe 5). Si @g(v) a déji été calculé,on peut en
déduire ©((u) pour deux valeurs de u telles que

M-
u=-v/2mod 2 : ‘ (19a)
Si la représention binaire de v est

m bits

—

v=pl 0...0 (20)

les deux valeurs de u pour lesquelles on peut calculer ¢gu)
sont

m-1 bits m-1 bits

—

u;=0pl 0...0

—

etll7_=1—p_1 0...0 (19b)

ce qui permet de déduire 1'algorithm suivant ol nous avons

renommé Qgu) = Qgu,u)

¢0) = ppw)/3

M-1 . M1
o2 ) =12[0g2 ) - o(0)]
for m = M-1 downto 1
forall pin [0...2M™1.1]
compute v, u; and u, with (19)-(20)
opu) = 1/2 [Qxuy) -eVv)]

©ruy = 1/2 [eguy -@(vV)]

(Les 2M-m différentes valeurs de @(u) a I'étape m peuvent
se calculer simultanément). Dans le cas bidimensionnel ol

Puxuy) = Ou, ) et Luuy) = Ou) | si les com-
posantes de v sont vy et v,

m bits m bits

—

Vx=p1 0...0 et Vyqu 0...0 (21)

alors @#(uy,u,) peut se calculer pour les valeurs
m-1 bits

=1pt 0...0
,Uax P (22)

m- 1 bits

u,=0p1 0...0

m- 1 bits

—

0...0

m- 1 bits

—

uy=0gl 0...0
ce qui donne l'algorithme suivant

.uZyZI_(Il

90H0,0) = 95(0,0)/3
00,2 =12 [040,2" ) - 9KO0)]
0x2™"0) = 172 (02" 0 - 9X0,0)]

q);:(21\11-1’2M-1) _1p [(pig(2M-l,2M-l) oH00)]

for m = M-1 downto 1

for all (vy,vy) where PHVVy)
was computed at step m+1

compute Uy, Uy, Uy, and upy

oy = 1/2 [@R(u 16Uy - RV, YY)
OR(uzeu 1y = 12 [Pp(ugtyy) - OHVVy)]
OHU U = 1/2 [PR(U),0U2) - OHV V)
PHuguzy) = 1/2 [Ppug,U2y) - OHV . Vy)]

A chaque boucle sur m, on peut calculer simultanément
3x4M-m valeurs de la phase.

On obtient ainsi différentes méthodes de reconstruction qui
peuvent se compléter et dont l'inté€rét peut dépendre des
conditions expérimentales dans lesquelles la phase
bispectrale est mesurée : a. par projection ; b. par la
récurrence classique ; c. par les variantes de cette
récurrence ; d. a partir de la diagonale.
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5. LA DETERMINATION DE LA PHASE

Les méthodes de la projection et de la diagonale posent des
problémes de détermination de phase ; ces problémes sont
inexistants dans les techniques récurrentes.

On peut traiter ce probléme en supposant que la phase de la
T. F. du signal peut &tre décomposée en une somme de
trois termes : un premier linéaire, un second périodique,
impair et dérivable ; un troisi¢me ne prenant que les
valeurs 0 et 7 ; les variations de ce dernier terme sont liées
aux passages a zéro de la T. F ou du bispectre. L'hypothése
de périodicité et de dérivabilité du deuxiéme terme
implique que la composante impaire de la phase du
bispectre est aussi dérivable par construction. Si le
bispectre est connu avec un pas de discrétisation
suffisamment fin, on peut reconstituer ce terme dérivable
du bispectre. La connaissance des droites horizontales,
verticales ou diagonales ol s'annule le bispectre permet de
reconstruire la composante paire de la phase bispectrale :
celle ci prend les valeurs 0, w, 2r,3x et est incrémentée ou
décrémentée de m A chaque fois que 'une de ces droites est
croisée ([5]).

De maniere a autoriser une application correcte des
algorithmes de reconstitution, il faut donc commencer par
construire la détermination de la phase bispectrale qui
respecte les regles précédentes : il faut ainsi que la phase du
bispectre soit connue sur une grille suffisamment fine du
plan (u,v) pour qu'il n'y ait pas d'ambiguité dans la
détermination de la composante impaire et continue. Il faut
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Fig. 3 : Phase de la ranformée de Fourier (a) et du bispectre (b)
d'une séquence de ransformée F(u) = 1-exp() 0 -ju).
Quand F(u) s'annule plusieurs fois,
plusieurs phases de ce type sont additionnées.

aussi que les lieux ol le bispectre s'annule soient
précisément connus.

Notons que cette hypothese de dérivabilité de la T. F.
implique que le signal & rcconstituer a une extension
limitée (cf. la notion de signaux simples et sophistiqués

{12]).
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