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RESUME

Pour un polynéme donné, l'algorithme de Routh et celui de
Bistritz permetient de déterminer, respectivement le nombre de
z€éros 4 partic réelle positive et celui des zéros de module supéricur
a2 un. Nous introduisons dcux familles d'algorithmes qui
généralisent l'algorithme de Routh et celui de Bistritz. Nous
montrons ensuite que ces deux familles se déduisent l'une de
l'autre par une transformation homographique et qu'elles
permettent de résoudre compldtement les cas singuliers qui
apparaisscnt dans les algorithines de Routh et Bistritz.

1. INTRODUCTION

L'éwude de la stabilité des systemes linéaires se déduit de celle de la
position dcs zéros d'un polyndme par rapport a l'axe imaginaire
pour le temps continu et par rapport au cercle unité pour le temps
discret. La résolution du probleme posé revient 2 associer & un
polyndme donné par ses cocfficients une table & partir de laquelle
on obtient le résuliat par simple examen de cette table. Les
nombreuscs méthodes proposées dans la littérature [1]-[9]
peuvent se rattacher a l'une des trois tables suivantes : la Table de
Routh {1]-{6], la table de Jury (connue aussi sous la dénomination
table de Schur-Cohn ou Jury-Marden) [7], 1a table de Bistritz [8]-
(9]. La premiere permet de déterminer e nombre de z€ros & partie
réclle positive pour un polyndme donné ct les deux autres donnent
lc nombre de zéros de module supéricur & un. Nous appelons
algorithmes de Routh, Schur-Cohn et Bistritz, les procédés de
calculs qui permettent de construire respectivement les trois tables.

Ces trois algorithmes ne pemettent pas de traiter simpiement le
cas de certains polyndmes dits singuliers [5] {7].

Le lien existant entre l'algorithme de Schur-Cohn et cclui de
Bistritz a 616 établi dans [7].

On peut remarquer qu'il existe une grande similitude entre

" l'algorithme de Bistritz et celui de Routh mais qu'il n'est pas
possiblc de passer de 'un & l'autre par transformation homogra-
phique.

Dans cet article, nous introduisons dcux familles d'algorithmes
qui généralisent respectivement l'algorithme de Routh ct celui de
Bistritz. Nous montrons ensuite que ces deux familles se
correspondent dans une transformation homographique ¢t qu'il
permettent de résoudre compltement Ic probléme des singularités
classiques.

2. POLYNOMES SYMETRIQUES

Soit £ un polynéme de degré n et & cocfficients complexes g; :
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Pour tout entier fixé m = n, on peut associer au polyndéme P un
autre polyndme défini d'une maniere unique par

R (P& "PEY & Mag"+ ag " v+ d,) (2

ol @; dénote le complexe conjugué de a;. L'opérateur R, vérific,
d'apres sa définition, R {R,(P)} = P.

Dans l¢ cas particulier ou m est le degré de P, i.c., d°P =m =,
on utilisera la notation simplifiée

PP@AR (P)=ay+ @it +..+ 3" 2-3)

et Pest appelé polyndéme réciproque de P. Un polynéme qui
vérifie l'identité

P"=aP (2-4)

est appelé polyndme autoréciproque. Comme P =P, onen
déduit que lal = 1. Dans le cas plus particulier ou o =1, le
polyndme est dit symétrique et la symétrie se traduit sur les
coefficients par

a=a,;,i=0,1,.,n (2-5)
Un polynéme symétrique vérifie donc forcément P(0) # 0. Le
couple (P, PY joue un grand réle dans 1'étude de la position des
racines de P par rapport au cercle unité. Nous allons établir
quelques propriéiés des polyndmes symétriques qui seront
utilisées dans la suite.
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Proposition 2,1 Pour tout polyndme Q vérifiant I'identité

R, (D=0 (2-6)
on a les équivalences suivantes

0@ =0"() ssi QO)#0 (2D

d°Q=m ssi
Preuve Si g désigne le degré de Q, la relation (2-6) s'écrit aussi
0@ = 2"Q"(). (2-8)
Dot m=q ssi Q@) =0"@) ssi 00)=0.

Remarque 2.1 1l existe toujours un nombre complexe w de
module 1 tel que le polyndme Q défini par :

0@ & P(w2)/P(w) (2-9)
vérifie

Q)+ 0 (=0 et Q)= 0(1)#0. (2-10)

Comme nous sommes intéressés par 1'étude de la position des
z€ros de P par rapport au cercle unité, qui est identique a celle des
zéros du polynbéme Q défini par (2-9), sans restreindre la
généralité du probleme étudié, on peut toujours imposer a P de
vérifie lni-méme les conditions (2-10).

Proposition 2.2 Tout polyndme P de degré n vérifiant les
conditions (2-10) peut s'écrire d'une maniére unique sous la forme

P(z) =A(z) +(z - 1)2"B(z) (2-11)

ol A est un entier et A et B deux polyndmes symétriques dont les
degrés sont donnés par :

d°A=n ; d°B=n-2h-1. (2-12)
Preuve Posons
P(2) + P'(2) = 2A(2) (2-13)

et appliquons I'opérateur R, aux deux membres de (2-13). Il
vient:

P'@+P@)= 22"AE™). (2-14)

L'identification de (2-13) et (2-14) donne

A@) =z"A@E™). (2-15)

Comme P(0) + P'(O) # 0 par hypothese, on a A(0) # O et la
Proposition 2.1 montre que d°A = n et que A est symétrique.
Le polynfme P(z) — P*(z) admet 1 comme racine puisque P'(1)=

P(1) = P(1) par hypothése. On peut donc le mettre, d'une maniére
unique, sous la forme

P@)-P'@) =2 @-1)2*B@), Bz #0 (2-16)

L'application de I'opérateur R, aux deux membres de (2-16)
conduit &

P@-P@)=2(-1)"FBET (2-17)

et l'identification de (5—16) et (2-17) donne

B(z) = 2> ?* 1Bz 7). (2-18)
La Proposition 2.1 montre que B est symétrique et que d°B=n -
2h — 1. Finalement, 'addition membres 2 membres de (2-13) et
(2-16) donne immédiatement (2-11).
Proposition 2.3 Soient P et Q deux polyndmes symétriques de
degrés respectifs m et m — 1 et pe [0, 1] tel que Q(z,) # 0 pour z,

vérifiant p (22 + 1) ~ 2z= 0. Alors il existe un entier £ 2 0, un
complexe v et un polynéme R uniques vérifiant la relation

P = (vz+V)Q(2) - [22 — p (22 + DIz"R@), ROY#0  (2-19)
alors, on a d°R = m ~ 2k — 1 et R est un polynéme symétrique.

Preuve L'application de I'opérateur R, aux deux membres dc (2-
19) conduit & la relation équivalente

P@) = (vz+V)Q(@) ~[22 —p (22 + D)zn-1-4 Rz (2-20)

L'identification de (2-19) et (2-20) conduit &

R(z) = z¢-1-2h R(z™)) (2-21)

Comme R(0) # 0,onad°R=p —1-2hetR est symétrique en
vertu de la Proposition 2.1.

Proposition 2,4 Si Q est un polyndme symétrique de degré p
et Q' sa dérivée, alors le polynOme défini par

0 2 pO@) +(1-20@) (2-22)
est symétrique.
Preuve On explicite les coefficients de Q(z).
3. ALGORITHME DE BISTRITZ GENERALISE

A tout polynéme mis sous la forme (2-11), nous allons associer
une suite de polynémes symétriques F » de degré p,p=n, n—

1,..., 0,calculés & l'aide de l'algorithme suivant dénommé
“algorithme de Bistritz généralisé".

A. Forme polyndmiale de l'algorithme

1. Conditions initiales :

F, =4 (3-1)
F,, =A@ si B=0 (3-2)
= [2zh — 2k + 1)]B sid°B=n-2h-1. (33)

2.Pourp=n,n-1,.,2:
calculer z, racine positive de p (z 2+ z) — 2z = 0 en choisissant p
dans [0, 1] tel que Fp_l(zo) # 0 ; calculer ensuite v, l'aide de



V2o + V, =F (2) | Fpy(zg) (3-4)

calculer F -2 a partir de F, o1 et R, R(0) # 0, comme suit

Fyl@)
F p—Z(Z)

(Vp2 + V)F,y(2) — 22— p(22 + DIRRG)  (3-5)
P @ siR =0 (3-6)
=[22h— oz + DIRGZ)  si d°R =p-2h—2. (3-T)

3. On choisit o € 10, 1] pour & # 0. On peut aussi choisir p pour
avoir R =0 ou d°R = p—2 (h=0) et prendre alors 6= 0.

Remargque 3.1 Les cas intéressants du point de vue calculs
correspondent 3 p= 0 ou p= 1. Si I'on prend p= 0 (donc z, = 0)
pour p=n,n— 1,..., 0 et que l'on a & = 0 a chaque étape de
l'algorithme, on obtient l'algorithme de Bistritz [9]. Si I'on prend
p=1l(onczy=Dpourp=nn—1,.,0etquelonah=02
chaque étape de I'algorithme, on obtient l'algorithme fondé sur le
développent en fractions continues [7]. L'algorithme ci-dessus
montre que 1'on peut changer Ia valeur de p A chaque étape, les
valeurs intéressantes du point de vue calculs étant 0 et 1. Mais
pour certains polyndmes, ces valeurs ne permettent pas de
continuer l'algorithme jusqu'a la détermination compléte des
polynémes F,.p=n,n-1,..., 0.

B. Nombre de zéros a l'extérieur du cercle unité

Théoréme 3.1 L'algorithme ci-dessus permet d'associer 2 P
une suite de polynémes symétriques F » de degré p,p=n,n—

1,..., O et le nombre de racines de P de module strictement
supérieur 2 1 est donné par

n(P)=VIF,(1),F, (..., F(1)] (3-8)
ol V(.) désigne le nombre de changements de signe dans la suite.

Remarque 3.2 On peut toujours choisir les valeurs de p pour
avoir :
Fp(l)-#O, p=nn—-1,.0. 3G9

Démonstration du théoréme 3.1 Voir Section 5.

C. Simplification dans le cas réel

Si P est a coefficients réels, il en est de méme pour F et F, ;. Le
coefficient v, est alors réel et le polyndme R défini par (3-5) est
lui aussi réel. On obtient la version de 1'algorithme en remplagant
les relations (3-5) et (3-6) par

vy =Fp(zo)/ {G+ 1) Fp_l(zo)}
et
FP(Z) =V,(z+ 1)F, 4(2) + [2z —p(z2 + D]z*R(2).

(3-10)
(3-11)
4. ALGORITHME DE ROUTH GENERALISE

Tout polyndéme g(s) de degré n et A coefficients complexes peut
s'écrire d'une maniére unique sous la forme

8(s) & a(s) - ib(s) @1

ol a(s) et b(s) sont des polyndmes réels. Nous allons associer 4 g
une suite de polyndmes réels fp, dedegrép,p=nn-1,..,0,

~=7
\% ¥

calculés a partir de a(s) et b(s) 2 l'aide de l'algorithme suivant
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dénommé "algorithme de Routh généralisé". On peut toujours se
ramener au cas d°g =d° et d°a —d°b =2k + 1 (voir [6]).

A. Forme polynémiale de !'algorithme
1. Conditions initiales : f, = a,

foq = @ si b=0 4-2)
= [1 + s2h)b si d°b =n—-1-2h 4-3)

2.Pour p=n,n— 1,..., 2, choisir 7 2 0 tel quefP_l(irl) #0et
calculer o, et B, al'aide de

ait+ B, & f TN /f, G (4-4)
calculer Fp_2 comme suit

j;,(s) = (aps +J P)fp_l(s) — (1 4+ s2r(s) (4-5)

fp_z(s) = fp_l'(s) si r=0 (4-6)

r()[1+02%2F si dor=p-2hn-2. (4-7)

3. On choisit 6> 0si & # 0. On peut aussi choisir 7 pour avoir r
=Q0oud’r=p—-2(h=0)etprendre alors 6=0.

B. Nombre de zéros a partie réelle positive

Théoréme 4.1 L'algorithme ci-dessus permet d'associer 2 g
une suite de polyndmes réels fp dedegrép,p=n,n—1,...,0etle

nombre de racines de g A partie imaginaire positive est alors donné
par

m*(g) = Vlc,, ¢, 15ees €] 4-8)
ol ¢ désigne le coefficient du terme de plus haut degré de ];

Remarque 4.1 Dans les problémes pratiques, on doit
déterminer le nombre n*(g) de zéros de g & partie réelle positive.
On introduit pour cela le polyndéme défini par

g6) & "G (4-9)

Comme le nombre cherché n*(g) est égal au nombre m*(g) de
racines de § & partie imaginaire positive, on applique l'algorithme 2
z.

Démonstration La méme méthode que celle utilisée dans [6]
permet d'établir le résultat suivant.

Lemme 4.1 Soient A, B et C trois polyndmes réels tels que d°C
<d°B, d°A -1 <d°B £d°A et D un polyndéme qui n'admet aucun
zéro réel et qui vérifie la relation

A(s)= (s + B)B(s) — D(s)C(s). (4-10)

Alors pour tout polyndme réel E n'admettant aucun zéro réel et tel
que d°EC < d°B, on a

m(A-iB) = m (B~ iEC) =[°A~d°B-Sg(B] /2 (4-11)
q

ol ¢, et ¢, sont les coefficients des termes de plus haut degré dans
A et B respectivement et
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Sg(x) = x/lx,x#0 et Sg(0)=0. (4-12)

Lemme 4.2 [6] Si B = A’ désigne la dérivée d'un polynéme réel
"A,ona

m(A)=m(A~iB)=[d°A-dB - Sg(g‘z)] /2. (4-13)
q
L'application de (4-11) et (4-12) pour

{A,B,C,D} = {fi fr_1» 7> (1 + 1252)} (4-14)
et I'itération du résultat obtenu conduit & (4-8).
C. Simplification dans le cas réel

Si le polyndme g est A coefficients réels, on applique 1'algorithme
au polyndme défini par (4-9). Dans ce cas, les polyndmes a(s) et
b(s) associés & g(s) sont pair-impair [S]etl'onad®a=db+ 1+
2h, h 2 0. Le coefficient B, apparaissant dans (4-5) est nul et cette
relation s'écrit

() =5 fp_l(s) — (1 + 2s2)r(s). (4-16)

Comme le théoréme 4.1 ne fait intervenir que les les coefficients
des termes de plus hauts degrés des f,, on peut remplacer la suite :

fus Fn_ts +on fo par la suite : 7, F, 1,...., T En effet, les
polyndmes j; et f'p ont les mémes termes de plus haut degré. Il est

facile de vérifier que les conditions initiales 7, et 7, ; sont tout
simplement les parties paire et impaire du polynéme donné g et
que la récurrence qui permet de construire les ]'p se déduit de (4-
16) en remplagant s par is, ce qui donne

}‘p(s) = o P_I(s)+ (1 — 2s2)d(s). 4-17)
5. LIEN ENTRE LES DEUX ALGORITHMES GENERALISES

On considere la transformation qui associe 2 tout nombre
complexe s le nombre z défini par

z+ 1

i
zZ = .—>S‘—9:

s+ i iz -1 (-1
et a tout polynéme P, le polynéme défini par
A . S—1, A y
g(s) & (s +1)"P(s———-~+ D) & H, (P} (5-2)

Propriété 5.1 Le degré de g(s) est au plus n et le coefficient de
s" dans g(s) est égal 2 P(1).

Propriété 5.2 Si P est un polyndme symétrique, le polynéme g
défini par (5-2) est A coefficients réels.

Propriété 5.3 Pour tout polyndme P, mis sous la forme (2-11),
ona

H (A +(z-1)z/B) = a(s) - 2i(1 + sH)hb(s) (5-3)

a(s)4 HAetbn)&H, (B). (5-5)

Propriété 5.4 Pourtout oe [0, 1[,ona .

H,,[22% - 0z + 1] = v(s)(1 + s2)k (5-6)
ol v(s) est une fraction rationnelle vérifiant v(x) > O pour x réel,

Propriété 5.5. La relation (4-5) se transforme dans }LP en la
relation suivante :

F®) = (a5 + B, () - (L +22)(1 + k() (5-T)

FAHFY, ra 20 +p)H,(R) (5-8)

74 (1-p)/Q1 +p). (5-9)

Démonstration du Théoréme 1. Tenant compte des propriétés ci-
dessus, on peut vérifier que la suite {F_, F,_,,..., F,} se

transforme par les Hen la suite {f,, f,_;»..., f}. Les propriétés
classiques de la transformation H, et 1a Proposition 5.1 permettent
de déduire le Théoreme 1 du Théoréme 2.

Conclusion 1'algorithme de Bistritz correspond 3 la relation (3-
5) pour &= p =0 et celui de Routh correspond a (4-5) pour A= 7
= 0. La famille des récurrences, introduites par (3-5) et indexées
par p € [0, 1], se ransforme par homographie en la famille de
récurrences, définies par (4-5) et indexées par 72 0. Les deux
paramétres 7 et p sont reliés par (5-9). Mais dans cette
transformation, la valeur de 7 qui correspond a p=0est 7= 1.
L'introduction des deux paramitres arbitraires p et T permet
d'améliorer la décision lorsqu'on obtient un coefficient voisin de
zéro dan (3-8) ou (4-8).
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