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Cet article présente une comparaison enire trois représentations
temps-fréquence récentes, du point de vue tant théorique que
pratique. A cette occasion, on définit un nouveau type de versions
modifiées des représentations, et on montre le rapprochement enire
les versions modifiées de la distribution de Rihaczek et la
ransformée de Fourier Court-Terme.

We present a theoretical and practical comparison between three
Time-Frequency Representations lately proposed. We define then a
new kind of modified TFR called Masked Pseudo TFR, and we
also show the relationships between the modified versions of
Rihaczek's distribution and the Short-Time Fourier Transform.

Ces derniers mois, la revue IEEE ASSP a publié trois articles
[2,3,4] proposant de nouvelles représentations temps-fréquence
(RTF) du groupe de Cohen. Ces trois publications témoignent d'un
intéret croissant pour les méthodes non-paramétriques d'analyse
des signaux non-stationnaires, et montrent la capacité de ce groupe
non sculement de rasscmbler la plupart des RTF connucs, mais
aussi d'accueilir de nouveaux membres.

Apres une présentation succinte de ce groupe de Cohen (§2), on
va présenter ici quelques résultats supplémentaires sur les RTF
proposées dans ces articles. Pour la représentation de Choi-
Williams (§3), on présente d'abord unc définition précise de cette
représentation, pour des signaux continus puis pour des signaux
discrets. On s'intéresse ensuite 2 ses versions modifiées, et A leurs
propriétés théoriques. On examine ensuite les propriétés théoriques
de Ia représentation de Zhao-Atlas-Marks (§4), et on montre alors le
rapprochement avec la représentation pseudo Born-Jordan. Enfin,
le cinquidme paragraphe concerne la représentation pseudo
Margenau-Hill. On montre d'abord qu'elle peut également
s'exprimer comme la partie réeiie d'une version lissée de la repré-
sentation de Rihaczek, ce qui permet d'en tirer une conséquence
intéressante sur la possibilité de calculer 1a fréquence instantanée cn
utilisant la transformée de Fourier Court-Terme. On éiudie
également les propriétés de conservation des valeurs nulles du
signal et du spectre, propriétés plus fortes que les propriéiés de
conscrvation des supports, et on en donne des conditions
nécessaires et suffisantes. Enfin, on présentera un exemple de
calcul des représentations étudiées pour un signal synthétique, ce
qui permet d'examiner également leurs qualités descriptives.

Les trois RTF étudiées s'inserent dans un cadre théorique
commun, constitué des représentations temps-fréquence du groupe
de Cohen [1], dont les éléments les plus étudiés et les plus utilisés
sont la distribution de Wigner-Ville {5,12,18] et le spectrogramme.
Il est constitué, rappelons le, de toutes les représentations
bilinéaires d'un signal x(t) (considéré ici comme déterministe)
distribuant son énergie dans le plan temps-fréquence et vérifiant les
propriétés d'invariance par translation et par modulation. Une des
formulations possibles d'un élément de ce groupe, dont on peut
déduire un algorithme de calcul, s'écrit comme la transformée de
Fourier d'une "fonction d'autocorrélation instantanée” du signal,
paramétrée par un noyau caractéristique {1,11] :

RTF(x.x: 1,00) = JR(X.X;I,‘C) IOT 4z
1
avec R(x.x;1,1) = thm(t-u,‘c) x(u+t/2).x*(u-1/2) du

De maniere strictement équivalente, chaque RTF peut s'écrire
comme la double transformée de Fourier d'une version pondérée de
la fonction d'Ambiguité du signal :

RTF(x.x:1,0) :J'J' 0 EDAGXET) o GO gr dE
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avee AGiE ) = [ x(rui2)x4(o-1/2) 7 du @)

et ¢.m(V,T) =J ¢DR(§vT) CJE"V d_é__
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Un des résultats les plus importants concernant le groupe de
Cohen est 1'étude des contraintes que doit vérifier le noyau
caractéristique pour quune RTF posséde certaines propriétés
souhaitables pour un tel outil d'analyse [1,11,18]. L'intéret de ces
résultats est de permettre non seulement d'étudier les propriétés
d'une RTF donnée, mais aussi de guider I'utilisateur dans le choix
de la représentation la mieux adaptée & son application. Le tableau I
ci-joint regroupe succintement les principaux résultats dans ce
domaine. Il est & noter que la plupart des conditions données dans
ce tableau trouvent leur expression la plus simple dans le plan des
ambiguités (c.2.d. le plan doppler-retard), ce qui fait de celui-ci un
point de vue privilégié pour I'étude théorique des RTF.

Représentation hoi-William
En examinant ce tableau, on peut constater que les conditions
conviennent particulitrement bien aux noyaux du type produit :
) =F(agr
$pr(€0) = F(akT) 3)

ol & est un paramétre d'échelle.(a > 0)

11 est trés facile de voir par exemple que si F est une fonction réelle
paire et vérifiant F(0)=1 et F '(0)= 0, 1a RTF associée vérifie alors
toutes les propriétés 0-4, 6-10. Un choix possible pour F, en
accord avec la géométrie des interférences de la fonction
d'Ambiguité [17], est de prendre le spectre d'un filtre passe-bas.
Ce choix correspond alors dans 1'équation 2 a une atténuation de la

fonction d'ambiguité pour les points (§,7) éloignés des axes et de
l'origine. Pour des noyau de ce type, le passage dans le plan temps-
retard s'obtient alors en distinguant le cas ot © est nul :

dR(v,1=0) = F(0) 8(v)

dpr(v,120) = jF(a&t) ej&v € = 1 f(v) @

2n altl ot

Ot f est la transformée de Fourier inverse de F.

La représentation de Choi-Williams [2] est un exemple de RTF
de ce type, ou la fonction F choisie est une gaussienne paramétrée
par sa "variance" [16], ce qui correspond donc a un filtre de
réponse impulsionnelle infinie :
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e oTR(¥,7=0) = 8(v)

2
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(47!‘!2/0')1/2

c>0

On peut alors montrer que ce noyau caractéristique est continu sur
la droite 1=0, ce qui permet d'écrire la RTF sous la forme :

v

2 .
cw (x.x;t,m):j _.eilg_x(t+v+'c/2)‘x*(t+v-'r/2) eI v dr (6)
(4n12/o) 12

Apres un changement de variable 1=27, la version discrte obtenue
par application de I'opérateur de discrétisation dans le plan temps-
retard et en ne conservant que la partie de période T s'écrit alors :
¥
16t%/c 2
CWIx.x;t,0]= 2['X[t]|2+ Z e x[pt)xHreptle 216‘] 6]
w20 p (16112/0) 12

Cette expression [19] semble se justifier davantage que celle des
auteurs, dans la mesure ot elle ne nécessite aucun calcul approché

d'intégrale, et le parametre ¢ reste identique dans la version
continue et 1a version discrete.

Pour aboutir & une version calculable de cette représentation, il
est alors nécessaire de modifier cette derniére expression pour avoir
des sommations de termes en nombre fini. Pour arriver a ce
résultat, la premiere solution proposée [11] consiste & construire
une représentation du signal pondéré par une fonction fenétre h:

RTF,(x.x; 1,0)= RTF(x.x;; t,0) avee x,(u)=x(u) h*@-u)  (8)

Les noyaux caractéristiques de ces versions "2 fenétre glissante”
des représentations sont de la forme :

Om(vV,O=h(v+1/2).h*(v-172).9_ (v et 0" prED)= JA(h.h;é-Q,T).q)DR(Q,‘t) dQ (9)
2n

Comme pour le spectrogramme, les modifications du noyau
caractéristique suivant ses deux variables sont intrins¢quement liées
au travers de la fonction h. Une solution naturelle permettant
d'obtenir 2 la fois des domaines d'intégration bornés et de largeurs
indépendantes consiste a remplacer la fonction d'ambiguité de h par
le produit de deux fonctions fenétres :

OR(V.T)= g(V)h(T).0 (V1) et qﬁf@rﬁj GE-Q).h(r) 6,,(27) 42 (10)
2

Ce raisonnement 2 conduit les auteurs & proposer une version
modifiée de leur représentation, pour laquelle on propose
I'appellation de représentation pseudo Choi-Williams masquée, par
analogie avec les versions pseudo-lissées :

v2 an

i 472 :
PCWM(x.x;t,m):JJ gﬁ)h(f)ze—m x(t+v+1/2)x* (t+v-1/2) €397 dv dr
) (4nt4/o)

On peut alors montrer [19] que si g et h sont des fonctions réelles
paires vérifiant g(0)=h(0)=1 et h'(0)=0, cette représentation vérifie
les propriétés 0,2-4,6,7,9. On obtient alors une représentation qui
privilégie la représentation de la fréquence en fonction du temps, ce
qui correspond, dans de nombreux cas, 4 1'utilisation courante des
RTF. On peut donc en déduire que la version discréte obtenue en
effectuant des sommes finies de termes constitue une estimation
correcte de la représentation de Choi-Williams, conservant certaines
qualités de la version originale.

4) Représentation Zhao-Atlas-Mar
L'article de MM Zhao, Atlas et Marks [3] est intéressant par leur
fagon d'appréhender la théorie des RTF. L'objet principal de leur
étude est le respect de la conservation des supports temporels du
signal, qui les conduit A proposer comme représentation temps-
fréquence :
Itl/a
ZAM(xx:L0)= | h(x) J XAVAT2) X (tev-1/2) dv 39 4t (12)

-Itifa

avec a 2 2 (on prendra par la suite a=2, pour simplifier)

L'originalité de leurs analyses et de I'analogie avec les fonctions
d'inhibition latérales des réseaux neuronaux est cependant entachée
par l'abscence d'une étude classique de leur représentation. Celle-ci
commence par le calcul de ses noyaux caractéristiques :

drrOD=h(T) Rect(v,tf2) soit dppE0)=h(D) 1t sineEr2)  (13)

On en déduit alors que si h est paire, cette RTF vérifie les propriétés
0,2-4,16, mais ne vérifie aucune des propriétés sur les marginales.
En particulier, comme Opr(0,0)=0, elle ne conserve pas I'énergie du
signal. Au vu des analyses de signaux obtenues par cette repré-
sentation, on peut se demander alors dans quelle mesure certaines
propriétés théoriques sont nécesaires pour construire des RTF ayant
de bonnes qualités descriptives d'un signal. Enfin, cette
représentation est de toute évidence 2 rapprocher 2 la représentation

de Born-Jordan [6,17], pour laquelle h(t) = 1/ Il correspondant au

choix d'un filtre RIF passe-bas dans (3). En prenant une version

lissée en fréquence de 1a représentation de Bomn-Jordan, on obtient

alors une représentation tres similaire, de noyaux caractéristiques :
[0r(v.7=0) = h(0) 3(v)

dpr&0)=h() sincE/2) et i ¢TR(V’T¢O)=}1Q Rect(v,J1/2) (14)
Jid]

Si h est une fonction paire vérifiant h(0)=1 et h'(0)=0, cette RTF
vérifie alors les propriétés 0,2-4,6,7,9,16. La représentation de
Zhao-Atlas-Marks apparait donc comme une version particulidre de
la RTF de Bom-Jordan, vérifiant assez peu de propriétés théoriques
mais dont les qualités descriptives semblent intéressantes.

Représentation Margenau-Hill lissé

Apres s'étre intéressés 2 la propriété de conservation des
supports, on va étudier maintenant une condition plus forte de
conservation des valeurs nulles du signal, traduisant le souhait
d'avoir une représentation nulle aux instants ol le signal est nul :

Si dt,x(t) =0, Alors V , RTF(x.x;t,)=0 (15)
On en déduit alors [19] :
(V o, RTF(x.x;t,0) = 0) = V 1, R(x.x;t,1) = 0
= Or(v,1) = h1(DB(V-1/2) + hp(1)3(v+1/2)

= OprED)=h1 (0.7 4 hy() 52

De méme, la propriété duale de la précédente est la conservation des
valeurs nulles du spectre. Par un raisonnement analogue dans le
plan doppler-fréquence, on obtient alors une condition semblable :

(Si 3 o, X(w) =0, Alors ¥ t, RTF(x.x;t,0) = 0)
— (0prED = G, ®.T72 1 GHE). 572

La représentation pseudo Margenau-Hill est un exemple de RTF
vérifiant I'équation 15. Proposée dans [4] pour réduire les termes
oscillants de la représentation de Margenau-Hill [7] par un lissage
spectral, elle s'obtient en prenant deux fonctions égales dans 15;

h1(1).= hp(D).= h(t)2 soit prET)=h(t).cosEr/2) (17)

(16)

PMH(x.x:t,0) = J '@ [x) 2= @iexarrr )] 1% a0 (18)

On peut démontrer alors [4] que si h est une fonction réelle paire

vérifiant h(0)=1 et h'(0)=0, les propriétés 0,2-4,6,7,9,16,18 sont

vérifiées. Sous ces conditions, il est intéressant de remarquer que

cette représentation s'exprime en outre comme la partie réelle d'une

version lissée en fréquence de la représentation de Rihaczek {9,10],

%ui peut s'exprimer en fonction de la transformée de Fourier Court-
eme :

PMH(x xi10) =R { PRiGxxi,e) } et PRiGrxit.0) = x() BCT, (xit0) ¢ 1%
(19)

avec FCTy(x;t,w) = J x(u).h*(t-u) e 3O gy

Un conséquence de cette remarque est qu'il est en fait possible de
retrouver la fréquence instantanée d'un signal  partir de sa FCT, en
prenant non pas le moment spectral du spectrogramme (son module
carré), mais de la représentation pseudo Margenau-Hill.



De fagon duale, la représentation de Margenau-Hill lissée,
obtenue en prenant deux fonctions identiques dans 16, correspond
2 un lissage temporel de la représentation de Margenau-Hill :

G1(€) = G2(8) = G(B)2, soit opr(E1) = G(E).cos(Er/2) (20)
(n
MHLx.x;t,0)= J J g%’.l{ X(t+Hu+T).x* )+ x(t+u).x * (t+u-T) } e-jm dudt

Si g est une fonction réelle paire, avec G(0)=1 et G'(0)=0, cette
représentation vérifie alors les propriétés 0,2-4,6,8,10,17,19, et
s'écrit comme la partie réelle de la représentation de Rihaczek lissée:

MHL(x.x31,0) =R { RiLxi,0) } et RiL(xxt,0) = FCTg(xi1,0) X* (@)
22)

Comme pour la représentation Pseudo Margenau-Hill, une
conséquence de ce résultat est qu'il est possible de retrouver le
retard de groupe d'un signal a partir de sa FCT, en prenant non pas
le moment temporel du spectrogramme, mais de la représentation de
Margenau-Hill lissée.

La combinaison de ces deux paragraphes suggdre alors de
s'intéresser 2 des représentations de la forme :

MHS(x.x;t,0) =R { RiS(x.x;t,m)} 23)

- *
RiS(x.x;0,0) = Kglh FCT}(xit,0)-FCT yxit,) , avee K= j g(u).h*(u) du

Les deux fenéwes étant choisies telles que th:tO. Cette famille de
représentations, d'aspect trés simple, englobe cependant les
spectrogrammes, la représentation de Margenau-Hill et ses versions
lissées en fréquence ou en temps et la représentation de Page [8].
En prenant alors des fonctions fenétres intermédiaires entre le dirac
et la fonction constante, on obtient alors, comme pour la
représentation pseudo Wigner-Ville lissée [12,13,14], une RTF qui
s'approche des propriétés de conservation de la fréquence
instantanée, du retard de groupe et de la positivité.

Un_exemple,

Pour comparer les qualités descriptives des RTF étudiées, on va
comparer les différentes images obtenues pour un signal
synthétique comprenant une sinusoide et deux chirps d'enveloppe
gaussienne. Les figures 1 et 2 donnent la représentation de Wigner-
Ville, présentant de nombreuses interférences, et la représentation
pseudo Wigner-Ville lissée, ( avec des fenétres rectangulaires de 40
points pour le moyennage temporel et 210 points pour le lissage
spectral) avec laquelle on obtient une description satisfaisante du
signal. Les figures 3 et 4 comparent la RTF de Choi-Williams pour
0=50 et 6=5. On vérifie alors [19] que la réduction des interférences
se fait au détriment de la concentration des deux chirps. Les figures
5 et 6 comparent les RTF de Zhao-Atlas-Marks et pseudo Born-
Jordan. On peut constater que pour une réduction des interférences
presque identigue, la concentration des composantes est plus
importante pour la premiere. Enfin, les figures 7 et § comparent la
représentation pseudo Margenau-Hill et I'expression 23 (toutes
deux avec des fenétres de Hamming de 128 points, et 192 points
pour la fenétre suppléméntaire dans la seconde). On vérifie alors
[19] que les interférences de la premidre sont localisées sur les
composantes propres, ce qui empéche son utilisation pour des
signaux multi-composantes. La seconde semble posséder des
caractéristiques proches du spectrogramme, non présenté ici.
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n° | Nom condition

0 compatibilité avec les translations

temporelles et fréquentielles ¢DR@‘T) quelconque

compatibilité avec les
changements d'échelle

¥ 550, Qpa®t, 1) = Ppe(E0)

compatibilité avec I'inversion
temporelle

q)DR(g’T) = ¢DR('§"T)

compatibilité avec la
conjugaison complexe

¢DR(§’T) = ¢DR(§"T)

4 | caractere réel de 1laRTF

Dpa&0) = Opa (£

S | causalité (Hs>1)y= q).m([,’t) =0
2

' ¢DR(O,0) =1

6 | conservation de 'énergie

7 | conservation de I'énergie instantanée ¢DR(§,O) =1

8 | conservation du spectre q)DR(O;t) =1

conservation de la )
? fréquence instantanée G0 =1et MDR &0 =0
10 | conservation du retard de groupe q)DR(O,'t) =1let aq)m‘ 01 =0
&

11 pOSlllVl[é ¢DR(§1‘C) = kzck A(hk'hk; ;T)

12 | réversibilité Ppe(60) # 0
compatibilité avec les ,
13 fillrapges linéaires ¢DR(§‘T)‘¢DR(§"E) = (Pm(g’tﬂ)
tibilité
14 | compatibilité avec ¢Dn(§"‘)-¢ng(§3") - ¢m )

les modulations de produit

15 | Formule de Moyal |¢DR(§,1)|2 =1

conservation du support du signal (M <it) = q).m(t,t) =0
2

17 | conservation du support duspectre (1] <1t ) = ¢DF(§,m) =0
2

conservation des valeurs

-j&t/2 jigt/2
nulles du signal PorGD)= hy(0)e el h2("7)-ejit

18

conservation des valeurs nulles

du spectre Opa&0=G1®.c 7 + Gy(e). 57

19

bleau I : Propriétés théoriques d'une RTF et contraintes induites sur le noyau.
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