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UNE REPRESENTATION BILINEAIRE EN TEMPS ET ECHELLE*
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Résumé. Par analogie avec la représentation en temps et
fréquence de WIGNER-VILLE, on définit une représenta-
tion énergétique en temps et échelle. De maniere simi-
laire & 'opérateur de parité on définit un opérateur invo-
lutif et unitaire d’inversion fréquentielle. La transforma-
tion utilise une fréquence de référence vps reliée a la valeur
unité du parameétre d’échelle. La représentation se définit
par l'interaction spectrale entre le signal changé d’échelle et
le signal transformé changé d’échelle et translaté en temps.
Cette représentation distribue ’énergie dans le demi-plan
temps échelle (7 = L > 0); elle se tranforme de fagon na-
turelle pour tout signal décalé en temps et changé d’échelle.
Pour les signaux modulés, ’expression ”asymptotique®

reliée a la phase stationnaire permet une expression analy-
tique utilisable. Cette étude a pour objet une représentation
particuliére de la classe générale étudiée par P. FLANDRIN.

1. INTRODUCTION

Nous étudions la classe des signaux analytiques d’éner-
gie finie : Z(t) = z(v) = z(v)U(v) ol U est la fonction
d’HEAVISIDE. La représentation en temps et fréquence dite
de WIGNER-VILLE s’écrit :

Wz(t.v) = LZ(t+ %)Z*(t - %)C—Zixutdt

Divers auteurs ont montré que le lien entre Wz(t,v) et
la fonction d’ambignité symétrique xz(r, ®) s’exprime sous
deux formes différentes [1][2]. L’une fait appel & la trans-
formée de FOURIER bidimensionnelle de noyau anti-symé-
trique : '

eiZw(ur—tQ)

tel que la transformation soit sa propre réciproque. L’autre
s’exprime 4 l’aide de 'opérateur de PARITE tel que :
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Abstract. By analogy with the time-frequency represen-
tation of WIGNER-VILLE, we define an energy representa-
tion in time and scale. By analogy with the parity operator,
we define an unitary and involutive frequency inversion op-
erator. The transform uses a frequency of reference vy,
corresponding to the value one, of the scale parameter. The
representation is defined by the spectral interaction between
the time-shifted and dilated signal, and an ”inverted* ver-
sion of the signal. This representation distributes the signal
energy over the scale-time half-plane (n = % > 0); it trans-
forms naturally under time-shifts and changes of scale. For
modulated signals, the "asymptotic“ expression obtained to
stationary phase methods a gives rise to a usable explicit
expression. This work is concerned with a special case of

the general class studied by P. FLANDRIN.,

PIZ(O)] = Z2(-t) = Z:(1)
ce qui entraine que : z;(v) = z{(—v). Ceci conduit a :
Wz(t,v)=(Z,T,T,.PT_,T_,2)

avec T opérateur de translation en temps T, ou en fréquence
T,.

Si on veut remplacer les translations fréquentielles par
des changements d’échelle, ce qui est naturel pour la fonction
d’ambiguité en compression :

xz(rn) = /i /R 20 Z*(o(t — 7))dt

on peut se demander s’il existe des représentations bili-
néaires temps échelle analogues a celle de WIGNER-VILLE
en temps fréquence? En remarquant que la transformation
de FOURIER sur le facteur d’échelle : = 1 > 0 ne posséde
pas les propriétés souhaitables, on est amené i envisager
des analogues de P'opérateur de parité P. 1l existe A ce su-
jet, plusieurs choix possibles [3]. Nous présentons ici P'un
de ces choix. Ce choix s’inscrit comme cas particulier d’une
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Stude générale de distributions de WIGNER-VILLE affines
présentée dans ce colloque par P. FLANDRIN [4]. Une coun-
tribution importante a ces tentatives fut apportée depuis

une dizaine d’années par P. et J. BERTRAND.

2. PROPRIETES DE L'INVERSION
FREQUENTIELLE

2a. Représentation bilinéaire temps échelle

Pour définir une telle représentation Bz 1l est commode
de disposer d’une famille d'opérateurs 44, tels que :

Bz(t,n) = (2, A, Z)

Si Ay, est hermitique (autoadjoint) on a : Bz = Bj €
R. D’aprés les remarques précédentes (cf. Introduction)
Popérateur choisi A¢, s’écrit a ’aide des opérateurs de trans-
lation temporelle, des opérateurs de changement d’échelle,
et d’un opérateur analogue a la parité. Nous choisirons
cet opérateur comme unitaire (A* = A~!) et autoadjoint
(A* = A) : il est nécessairement involutif {A? = 1).

L’opérateur spécifique choisi s’écrit en représentation
fréquentielle :

14 v

2
12473 v
[HVMZ](V) =z (’M‘>

ol va est une fréquence de référence.

2b. Propriétés de I'inversion fréquentielle

2
L’opérateur d’inversion fréquentielle v — 55’— posséde
des propriétés simples. En posant par commodité vpr- = 1

on note que :
(1>
2 =
v

[e]
J

1 y a conservation de I’énergie du signal vu la définition
adoptée. L’opérateur I, : 11, 2(v) — ¥z (KZW-) est donc
unitaire.

Le choix de la fréquence vas est arbitraire et reléve
des contraintes rencontrées. Si z(v) est a bande limitée :
z(v) = z(v)[U(v = v1) = U(v — v2)] un choix possible de
vp est : vi; = vyvy. Ce choix laisse la bande spectrale in-
changée et conduit & une sorte de ”retournement “ spectral.

2 dy

2
Ve

= /Ooo lz ()|} dv = Ez

L’écriture 55‘- pour cette transformation involutive tra-
duit aussi un fait physique. L’argument de z(v) est une
fréquence. L’expression choisie assure cette propriété. Au
voisinage de la fréquence vy soit :

v=vy(l—¢, |(<<1
2
la transformation v — -'fﬁl- devient au premier ordre :

2
V=M oy (14 €)= v+ 2uppe
v

soit une translation en fréquence. Dans le cas de signaux a
bande étroite autour de vas lopérateur II,,, est approxima-
tivement une translation en fréquence.

2¢. Représentation bilinéaire-temps échelle

Compte tenu de la définition de I'opérateur II,,, et des
opérateurs de translation T, et de dilatation D, :

(Tr2)w) = 2(w)e™ 277
_ _1_-(5)
Vi

nous formons le produit scalaire de

V) = (DyT-e2)(v) = /z(qw)e® ™ = £,(v)

avec I, z, dolt :

BZ(t>77) = <Z'}thVMznt> = <szt’D%HUMDnT~!Z>

soit :

= vi i vigy dv
Ba(tn) =y [ stuw)(n 2y &
0 v v

qui est la représentation bilinéaire en temps et échelle que
Von étudic ci-aprés. L'opérateur Ay, associde & By{¢,7)

sécrit : Ay, = TDy1,, D,T_,.

3. PROPRIETES DE LA REPRESENTATION
BILINEAIRE TEMPS ECHELLE

a) Bz(t,n) est & valeurs réelles :
D’apres les propriétés citées en 2a. on obtient :

B’é(tlﬂ) = BZ(t7 77)

b) le(t‘n) = Bz(t - tl,n) si Zl(t) =Z(t —11)

A tout retard ¢; du signal Z il correspond le méme
retard pour la représentation Bz(t,7), ce que 'on qualifie
d’invariance par translation.

c) Bz, (t,n) = Bz (gtgﬂmo) Mo
avec Zy,(t) = \/Toz(nov).

De méme que pour la propriété précédente on observe ici une
transformation dite d’invariance par changement d’échelle.

Ces 2 propriétés sont d’un intérét certain pour I’analyse
des signaux, puisqu’elles mettent en oeuvre les opérations
de décalage et d’effet DOPPLER si fréquentes dans les pro-
blémes de communication.

d) Effet du filtrage linéaire : z(v) — h(v)z(v) = 2/(v)
avec h(v) gain complexe du filtre considéré on a :
BZ'(t) 7’) =

w 2 2 I3 V2
/(; Z(Un)h(yn)z* (nyyﬂ) B> (Klﬂjl_n) e2*ﬂlf("-—£‘-)d_li
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Dans le cas présent la transformation envisagée est com-
patible avec le caractére analytique des signaux qui est con-
servé par la dilatation et I'inversion fréquentielle. Il n’en est
pas de méme pour la translation en fréquence utilisée dans
les représentations temps-fréquence.

e) Répartition de I’énergie dans le plan temps échelle:
en utilisant le résultat du paragraphe 2c. on a en remar-

quant que : §(v — -'5?34-) = 18(v — vi),vm > 0, on obtient:

oo oo 1 E
/ / Bz(t,n)dndt = - < z,z >= =z
0 Joo 2 2

Le facteur 1 peut étre relié a la définition du signal
analytique.



4. QUELQUES EXEMPLES EXPLICITES DE
REPRESENTATION

Considérons le signa! "ondelette suivant :

G(t) = g(v) = e e VU (v)

La représentation Bg(t, 1) s’écrit directement, :

2 oo _1(">7rt +l f(—f"ﬂ't 1 df
BG(t, 7]) = UA!O/ e~ 7i2mtn '1+'7)e’ 12 ,7+;+,7)7
4]

avec f = ULO,VM =y = 1. Il s’en suit :

2 . 1 Y R
Ba(t,n) = 2vym o (‘2[(77 + 4,T~t2]”“)

ol Ko(z) est la fonction de BESSEL modifiée de 1°7¢ espéce.
Le facteur 7 s’interpréte comme le rapport de la fréquence
a une fréquence de référence, ici, prise a 'unité. Le terme ¢
est une date réduite s’exprimant comme TLD =tyy, 1p = 1.
Ce résultat suggere d’utiliser ce type de représentation
pour les signaux analytiques rationels étudiés par W. MAR-
TIN [5]. En effet, le plus simple d’entre eux s’écrit :
z(v) = Te~*TU(v). Il reléeve du calcul précédent; il en est de
meéme pour les signaux rationnels & phase de BLASCHKE
repré-sentables de maniére similaire avec le procédé décrit

ci-dessus.

Représentation temps échelle des signaux modulés
Nous envisageons ici les signaux fortement modulés

dont le produit de GABOR At.Av est trés grand :

1
At Ay >> —
4r

Dans de tels cas nous avons déja utilisé la méthode de la
phase stationnaire pour divers signaux [6]{7]. Nous procéde-
rons de méme pour la représentation Bz(t,n) écrite comme
suit : Bz{t,n) =

* vi i —i M i _YMydv
”M/ Jo(mo)llz(n 2L bt )-se Fem gt S0 2
0

v
avec M = |z(qv)||z(qrv};/v)| avec z = |z|e!¥. L’équation
des points stationnaires est fournie par :
0 oL
2 [otm) - a2 - | = 52 = 0
En utilisant le retard de groupe : 7,(v) = —5= 92 il
vient :
vi vi v+ v,
To(nv) + %Ty(ﬂ-uﬂ) =t\—p

Le caractére analytique de z(v) entraine que v > 0 et il
s’en suit que sgnt, = sgnt. Siv, est une racine de ’équation
précédente alors v2, /v, est aussi une racine. Ce fait permet
d’exprimer Bz(t,n) de maniére adéquate.

En effet :

n iL(v,) i Tagnliv,)
t ~ ———M(v,)e e + ..
Bz(t,n) VM‘/2|£(V,)I

5

w

2
en tenant compte de la valeur associée a la racine 224 on
.

obtient L(v,) = —-E(ﬁl et sgnlv,) = _‘Sgn‘é(y.}i)'

Comme '[,("—"L !

T : x "
Bz{t,n) = varRe __,_._M(,/ )e‘c(":)e+178971£(1’s)
Vet

Ce résultat montre par le terme M () que les contribu-
tions seront localisées dans la bande spectrale du signal, si
celui-ci est limité au support [vy, 15], pulsque la transforma-

ve)| il vient :

tion v' = KZM- laisse bande inchangée en position. La solution
de P’équation des points stationnaires fournit une solution
Vs = u,(t, ...) dépendant de tous les parameétres de modula-
tion du sngnal et de la fréquence de référence vps. Rechercher
les solutions V,( ..} est le plus souvent un probléme soluble
par voie numérique. Notons cependant que des signaux par-
ticuliers, telle I'ondelette ALTES-ZAKHARIA, fournissent
des équations de points stationnaires explicitement solubles
[8]. L’intérét de tels cas est de dégager, a ’aide des moments
d’ordre un, le retard de groupe et la fréquence instantanée
réciproques 'un de 'autre [4].

CONCLUSION

Le présent travail n’envisage qu’une possibilité parmi
diverses solutions de représentation bilinéaires en temps et
échelle. Les propriétés obtenues semblent posséder quelque
intérét pour P'analyse des signaux modulés, plus spéciale-
ment dans le cas des signaux & grand produit durée bande.
L’intérét d’une telle analyse reste en 1’état actuel encore
a discuter puisque l’analyse numérique du comportement
de la représentation en présence de termes d’interactions
(fantdmes) reste & explorer.
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