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RESUME

Les représentations temps-fréquence linéaires usuelles
(i.e. ondelettes ou Fourier & fenétre) sont canoniquement
associées & des descriptions (ou géométries) particulieres
du plan temps-fréquence. Nous décrivons et illustrons par
des applications numériques des exemples de nouvelles re-
présentations linéaires temps-fréquence continues généra-
lisant les précédentes. Ceci pose en particulier le probléme
de sélection de la meilleure procédure d’analyse d’un signal
donné, c’est & dire de la description correspondante du plan
temps-fréquence.

Différentes géométries du plén temps-fréquence

Les représentations temps-fréquence constituent des
outils de base pour I’analyse d’une large classe de signaux,
comme par exemple les signaux modulés en fréquence, ou
les signaux présentant des sigularités. En particulier, les
représentations bilinéaires, comme la représentation de
Wigner-Ville ou ses versions lissées ont fait I’objet d’un
grand nombre de travaux. Nous nous intéresserons ici aux
représentations linéaires, du type représentation de Fourier
a court terme ou représentation en ondelettes.

Nous nous restreindrons donc au formalisme général
suivant: étant donné un signal s(¢) € L%(R) (que nous sup-
poserons non-échantillonné dans un premier temps pour
simplifier), on souhaite le représenter sous la forme sui-
vante:

5= /Q T, (b,0)g(s wydpi(b, ) -

Ici, Q2 représente le plan temps-fréquence, muni d’une me-
sure du. Les fonctions g3, sont des “atomes temps-
fréquence”, c’est & dire des fonctions bien localisées autour
d’un point (#(b,w),&(b,w)) € Q (i.e. possédant de bonnes
propriétés de décroissance quand ’on s’éloigne de ce point
dans Q). Les coefficients de la décomposition T;(b,w) for-
ment une transformée temps-fréquence de s(t), et donnent
des informations sur la localisation de s(t) dans 2.

Nous nous restreindrons plus particuliérement aux cas
ou les coefficients de la décomposition sont obtenus comme
les produits scalaires du signal contre les fonctions I(b,w)
elles-mémes:

T,(b,w) =< 5, 90,w) >:/ 5(t)g(s,uy(t)dt .

ABSTRACT

All usual linear time-frequency representations (such
as wavelet or short-time Fourier representations) are ca-
nonically associated with peculiar descriptions (or geome-
tries) of the time-frequency plane. We describe and il-
lustrate by numerical applications some examples of new
linear continuous time-frequency representations that gen-
eralize the previous ones. This opens the problem of se-
lecting the best analysis procedure for a given signal, oth-
erwise stated the best geometrical description of the time-
frequency plane.

C’est le cas en particulier de I’analyse de Gabor, pour
laquelle:

96y (1) = e 0g(t — b)

et
duer (b,w) = dbdw ,

et de P’analyse par ondelettes, ou (en identifiant a et %
pour une certaine constante wyp):

ndelettes 1 t—b
e = 1o(22)

a

et d
duOndeIettes(b’a) = db _(_1(1 .

Les fonctions de Gabor (ou gaborettes) ng“£3”' sont

ainsi obtenues par translation et modulation d’une fonc-

“tion de base g, supposée appartenir & L!(R) N L%(R). Ce

sont donc des fonctions de taille constante, et ce des deux
cotés de la transformée de Fourier (les fonctions de Ga-
bor fournissent une analyse & largeur de bande absolue
constante). Elles donnent donc du signal analysé la de-
scription suivante. Les coefficients Ts(b,w) =< s, gg"jg” >
décrivent le contenu de s(t) dans une cellule élémentaire
(dont la taille est donnée par la taille de g(t)), centrée sur
le point de coordonnées (b, w) dans Q. De plus, & différentes
valeurs de (b,w) correspondent des cellules différentes, qui

sont néanmoins de taille et de forme constantes (voir figure

1).
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Figure 1: localisation temps-firéquence des ga-
borettes gcabs’r

En revanche, tel n’est pas le cas des ondelettes usuelles
8]’1‘1}515”” Supposant par exemple comme dans [3] (pour
simplifier; une autre version est décrite dans [1]) que ¢4 =

_+o.f de < oo, on obtient ainsi une famille de fonc-
tions engendrees par translations et dilatations de g(t).
Ces fonctions sont de forme constante, et de taille vari-
able (les ondelettes fournissent une analyse a largeur de
bande relative constante). Les coefficients T,(b,w) = <
s, g(obnwd)‘”e““ > décrivent le contenu de s(t) dans une cellule
élémentaire , centrée sur le point de coordonnées (b,‘—"ai)
dans . Ces cellules sont maintenant des cellules d’aire
constante, mais de forme variable. La cellule centrée sur
(b, 22) est dilatée (resp. contractée) dans la variable £

(resp. 1) d’un facteur a (voir figure 2).
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Figure 2: localisation temps-fréquence des on-
delettes gOndeIettes

Une dlscretisation des parametres b et w doit tenir
compte de ces différentes caractéristiques géométriques [2],
et on est ainsi naturellement conduit & des pavages diffé-
rents de 2.

On peut maintenant se poser la question suivante: la-
quelle de ces deux décompositions est la meilleure, pour un
signal donné ? En d’autres termes, quel est la géométrie
de © la mieux adaptée & un signal a analyser donné 7

Le simple fait de poser ces questions montre la nécessi-
té de disposer d’autres décompositions continues, ¢’est a
dire d’autres descriptions du plan temps-fréquence. De
telles décompositions ont été développées dans [3], et nous
en donnons maintenant une description (un probleme sim-
ilaire avait été traité auparavant dans le cadre de ’analyse
multirésolution et des bases orthonormées d’ondelettes [4]).

Les paquets continus d’ondelettes

L’idée de base de la construction qui suit est d’adapter
la largeur de bande des fonctions d’analyse g, ) au signal
analysé, pour chaque valeur de w. Il existe une maniére tres
simple de faire cela, en utilisant simultanément des modu-
lations et des dilatations. En cffet, partant d’une fonction
f(t) donnée, de largeur de bande B, et de transformée de
Fourier centrée en £ = wyp, on voit immédiatement qu’une
contraction de f(t) par un facteur ¢ change B en a3 et wq
en awg, alors qu’une modulation n’affecte que la valeur de
wg. Ainsl, une combinaison de ces deux opérations permet
d’obtenir les valeurs désirées pour ces parametres.

Considérons donc une fonction ¥ € L} (R)NL*(R), et
une fonction § (appelée section dans [3]). On introduit le
filtre de I’analyse x(t), défini par sa transformée de Fourier
(la fonction de transfert du filtre):

e = [ fip)

(nos conventions pour la transformée de Fourier sont les
suivantes: f(€) = [; f(t)e™*¢'dt, de sorte que la trans-
formée de Fourier divisée pary/2m est une isométrie sur

12

- w))| 18" (w)(€ — w) — B(w)]dw

- L?) Nous dirons que le couple (¥, 8) est admissible si I'on

peut trouver deux constantes Ky et Ko telles que:
0< Ay <x(§) L Ka<oo

pour presque tout £ € R.
Dans ces conditions, considérons les fonctions:

L i (t-b)
Bl \Bw)

dont la transformée de Fourier est donnée par:

Bom)(€) = VIB@)le " E=Ph(Bw)(E - w)) .

Les paquets d’ondelettes sont alors définis par:

w(b,w)(t) =

S (€ —w) -1
X(€)

et on a le théoréme de représentation suivant: tout signal
s(t) € L*(R) peut étre décomposée comme:

9, w)(E) = ":[)(b w)(ﬁ) ‘

:/nmmmmﬁw,
194
ou
m —————————tteit,
T,(b,w) =< 5,900) >= / s(t)ge.u)(t) dt

Ceci implique en particulier que la transformée T, est de
carré intégrale sur 0, et que ’on a une formule de Planch-
erel:

| meePads = [ jsopFd = P
n? R

de sorte que:



ITs(b,w)|2

-Tl-l—z—— db dw
S

p(b,w)dbdw =

est une mesure de probabilités (c’est & dire d’intégrale unité
et de densité partout positive ou nulle). Nous serons ame-
nés & revenir sur cette remarque un peu plus loin.

Remarque: La procédure d’analyse-synthese décrite
dans cette section a en fait été spécialement construite dans
le but d’obtenir une densité de probabilités canoniquement
associée & l'analyse. 1l en existe de multiples variantes,
comme montré dans [3].

Exemples

On peut facilement remarquer que la condition d’ad-
missibilité imposée a la paire (3,4) et en fait tres peu
restrictive en pratique, en ce sens qu'elle n’interdit que
des paires (3,%) que I'on songerait difficilement & utiliser.
En effet, elle impose essentiellement que la section § ne
présente pas un caractére trop oscillant (plus précisément
ne présente pas d’accumulation d’oscillation en un point,
ou & l'infini). Un critére plus précis est développé dans [3].

On peut en fait trouver une famille de sections 3 telles
que (B, %) soit admissible pout toute % € L'(R) N L*(R).
Cette famille est donnée par:

ﬂ?a,r)(w) = |0w + Tla bl :)é _;

On appelle cette famille de sections famille interpolante,
pour la raison suivante. o = 0 correspond bien évidem-
ment a l’analyse de Fourier & court terme usuelle (on ne
dilate pas les fonctions d’analyse). On montre de plus [3]
que « = —1 conduit exactement 4 une analyse par on-
delettes. Les valeurs intermédiaires fournissent donc une
famille de décompositions qui interpolent entre ’analyse
par ondelettes et I’analyse de Fourier & court terme. En
particulier, le cas @ = —1/2 correspond & I’analyse par pa-
quets d’ondes, qui a prouvé son utilité dans un contexte
différent.

Pour cette famille interpolante, il est facile d’obtenir
des expressions explicites pour le filtre x, ou plutdt sa
transformée de Fourier. Nous nous restreindrons ici aux
valeurs intermédiaires —1 < o < 0. Dans ces conditions,
en posant pour tout ' C R

Z(T) =/r

a
7:(§) = T IE
on a les expressions suivantes:

£(6) = 2mllyll? + 224 (] - 00, 7()]) VE < -=

b(n)| dy

et
(0€ + 1)|oé + 7|*,

() = oxllyl” &=

X(6) = 2x|IglI® + 224 (J7e(€), 00]) VE > -g :

On obtient des expressions similaires pour les autres va-
leurs de a.
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Résultats numériques

Nous ne décrirons ici que quelques résultats numé
riques effectués sur des fonctions académiques (singulari
tés, modulations de fréquence simples), dans le but d'illus
trer la méthode et de mettre en évidence la similituds
avec I’analyse par ondelettes et I’analyse de Fourier a cour
terme, ainsi que d’en signaler les spécificités. Nous now
restreindrons & la famille interpolante de paquets d’onde
lettes.

Il est néanmoins bon de remarquer que les paquet:
d’ondelettes ont une expression considérablement plus sim
ple dans le domaine fréquentiel que dans le domaine tem
porel. En conséquence, il semble plus judicicux d’effectue
la majeure partie des calculs numériques dans le domaine
spectral, en se basant sur des procédures de TFT.

Nous utiliserons la représentation suivante. |Ty(b,w)
est représenté en niveaux de gris, dans le bas des figures
P’axe horizontal est celui des translations, et I'axe vertica
est celui des fréquences (croissantes de haut en bas). Le
signal est représenté en haut de la figure.

Notre premier exemple est ’analyse d’une fonction
carrée, avec les parameétres suivants: « = —0.5, 0 = 1.0 et
r = 0.0 (analyse par paquets d’onde) et un 3 Gaussien.

Figure 3: analyse par paquets d’onde d’une
fonction carrée

On y retrouve (voir figure 3) les caractéristiques de
I’analyse par ondelettes, 4 savoir ’excellente localisation
des singularités.

La figure 4 représente |T,(b,w)| pour un signal s(¢) =
cos(vt+7t%/2), v =10.0,7 = 1.0 par des paquets continus
d’ondelettes avec une fonction ¢ Gaussienne, a = ~0.5,
o = 1.0 et 7 = 0.0, ce qui correspond a ’analyse par
paquets d’onde.
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 Figure 4: paquets d’ondes d’un

chirp linéaire

analyse par

=
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On y retrouve les caractéristiques générales de l'ana-
yse temps-fréquence, & savoir la localisation de I'énergie
u voisinage de la courbe de fréquence instantandée.

Enfin, il est nécéssaire de faire un commentaire sur
a localisation des fonctions g,y dans Q. La premiere
emarque est que fip..) n'est pas différentiable en £ =

1
s+ %(j), de sorte que g o) (1) décroit génériquement en

O(t~?) a l'infini. La seconde remarque est que dans le cas
a = —1.0 (i.e. le cas des ondelettes), Iy (t) = ¢ (1—;—1’)
pour une certaine fonction ¢ [3]. De plus, (&) se com-
porte comme \/|_£_|(/1(§) au voisinage de ¢ = 0. Donc, pour
que les ondelettes ¢ q) puissent ¢tre considérées comme
un bon banc de filtres passe-bande, il importe de renforcer
Pannulation de ¢(£) en € = 0, en partant d'un ¥ possédant
lui aussi un zéro d’un certain ordre en 0 (ce faisant, on
améliore aussi la localisation des ondelettes dans le do-
maine temporel, car on évite la discontinuité de ¢(€) en
0). Si tel n'est pas le cas, ia localisaiion de i'énergie dans
Q est de piétre qualité, ce qui est évident sur la figure 5:
s(t) = cos(vt +712/2), v =100,y = 1.0 analysé par un ¢
Gaussien, avec a« = —1.0, 0 =1.0 et 7 = 0.0.

NNV

Figure 5: analyse par ondelettes d’un chirp
linéaire

Vers une notion de ’meillcure analyse’

Nous avons donc maintenant a notre disposition une
large famille de décompositions temps-fréquence (ne serait-
ce qu’en nous restreignant aux paquets d’ondelettes inter-
polants). Se pose alors le probleme du choix de la meilleure
analyse possible d’un signal donné (si une telle notion a un
sens). Il est alors nécessaire de se doter d’un critére de
sélection, et il existe de nombreux choix différents pos-
sibles. En fait, et ceci est trés naturel, le critére doit
dépendre du probléme posé. Par exemple, si 1'objectif
visé est la compression des données (bien que les représen-
tations continues ne soient pas & priori les mieux adaptées a
ce probléme), I’on peut se fixer le critére suivant: I’analyse
optimale est celle pour laquelle le nombre de coefficients
T,(b,w) dépassant un certain seuil est minimal. On peut
aussi choisir de minimiser une fonctionnelle donnée de la
transformée Ts. A titre d’exemple, considérons le critere
suivant (voir [3],[5]): la décomposition optimale (au sens
de la localisation de U’énergie dans ) est celle pour laquelle
la fonction |T| et la plus concentrée, c’est & dire la micux
localisée dans Q. Utilisant le fait que la fonction p(b,w)
précédemment introduite est une densité de probabilités,
on lui associe canoniquement [6] une “mesure de concen-
tration”, & savoir entropie de la représentation T:

S8l = ——/ p(b.w) Ina[p(h,w)] dbdw .
Q

Les propriétés mathématiques d’une telle fonctionnelle
sont bien connues [6], ainsi que sa signification physique
[7]. Dans ce cas, le problome de sélection de P'analyse op-
timale se raméne au probleme de la minimisation de S,.

Conclusions

Nous avons décrit dans cet article une nouvelle famille
de représentations linéaires continues temps-fréquence,
généralisant I'analyse par ondelettes et 'analyse de Fourier
a court terme. Cette nouvelle procédure semble ouvrir de
nouvelles perspectives, dans la mesure ot elle semble etre
en mesure de permettre la sélection de I'analyse la mieux
adaptée & un signal donné.

Il convient néanmoins de signaler un désavantage im-
portant de cette procédure, au moins dans sa version ac-
tuclle. Une modification de la section 3, aussi mineure soit-
elle, contraint a recalculer intégralement les nouveaux co-
efficients T, (b, w), sans pouvoir les déduire simplement des
précédents. Ceci, ajouté a I'absence d’algorithme rapide
pour le calcul des coefficients, complique singulierement
'implémentation numérique d’une procédure de recherche
du meilleur 3 pour un signal donné (contrairement a ce
qui se passe dans les algorithmes décrits dans [5]). Un tel
désagrément semble pouvoir étre évité avec les nouvelles
décompositions continues proposées dans [8].
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