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RESUME

On admet généralement que la sortie d’un filtre
autorégressif posséde une loi asymptotiquement gaussienne.
Cette "propriété" s’appuie généralement sur une utilisation
intuitive et abusive du théoréme de la limite centrale. Le but
de cet article est de démontrer que cette hypothése n’est pas
toujours vérifiée et d’étudier en fonction du bruit d’entrée la
loi de la sortie du filtre considéré.

Dans un premier temps, on considére des excitations 3
support borné puis on étend cette étudc au cas ol le bruit

d’entrée est a support non borng..

1- INTRODUCTION
La sortie x(n) d’un filtre linéaire causal peut se mettre sous

la forme x(n)= kioh b(n-k), b(n) étant I'entrée du

filtre considéré (Cf §2). Elle apparait donc comme étant une
somme infinie de variables aléatoires indépendantes, de
méme loi, mais de variances différentes. Le théoréme de la
limite centrale ne peut donc s’appliquer. Les hypothéses des
théorémes de Liapounov ou de Lindeberg [1] n’étant pas
vérifiées, nous ne possédons pas de théoréme permettant de
déterminer quand la loi asymptotique de la sortie du filtre
est gaussienne,

Pour résoudre ce probléme, nous étudions dans un premier

temps les excitations & support borné et nous montrons alors
que la sortie d’un filtre autorégressif ne peut jamais étre
asymptotiquement gaussienne. Puis nous nous intéressons
aux excitations 3 support non borné et nous montrons que la

loi de I'entrée du filtre doit vérifier des conditions trés
particuliéres pour que la sortie soit asymptotiquement
gaussienne.

ABSTRACT

The AR filter output is generally assumed to follow a
gaussian law asymptotically. This "property" is based on an
intuitive utilisation of the Central Limit Theorem. The aim
of this paper is to show that this hypothesis may not always
be true and to study, as a function of input noise law, the AR
filter output probability density.

First, independent bounded set excitations are
considered. Then the case of no bounded set input noise is

studied.

2- ENTREE A SUPPORT BORNE

La sortiec x(n) dun filtre AR causal d’ordre p, de

transmittance de réponse impulsionnelle h, et

L
A(z)?
d’entrée b(n), se présente dans le cas général sous la forme :

x(n)= ihkb(n—k) (2.1)
k=0
avee :
p-1
Y a,kirt (2.2)

" i=1 j=0
r; étant une racine de A(r)=0, et a,, une constante. On

notera que la convergence des p? séries kiok’ jr|*
immédiate si les pdles du modele r, sont i lintérieur du
cercle unité ce qui est indispensable pour des raisons de
stabilité.

Supposons que b(n) soit un bruit & support borné [min,max].
On a alors :

‘e p-1
| x(n)|<max.) i Z la, 1k r ¥

k=0i=1 j=0

(2.3)



Les pbles du filtre AR étant strictement & lintéricur du

cercle unité, les séries 2. k’|r,|* convergent et donc la
k=0

sortie est & support borné ¢ qui lui interdit théoriquement

2.1 Entrée blanche binaire équiprobable

Soit un filtre AR d’ordre p défini par ses paramétres o,

excité par un bruit blanc binaire unité b(n) (prenant les
valeurs +1 et -1) équiprobable. On note x(n) la sortie de ce
filtre qui est alors définie par Péquation récursive suivante :

b(n) = i a,x(n-k) avecay=1 (24)
k=0

En utilisant les coefficients h(k) de la

impulsionnelle du filtre considéré, on obtient en inversant le

réponse

systéme d’équations récursives (2.4) :

te 2.5
x(n)=) hyb(n-k) @3)
k=0

Le bruit excitateur étant blanc, les variables aléatoires b(n)
sont non corrélées. On suppose de plus qu’elles sont
indépendantes et on a alors :

it 5 - 7 ith, b(r-k)
E[elx(n)],E[ellx;)hkb(n k):Iz 'l'"l' Ele x ]
k=0

En notant g(t) la fonction caractéristique de x(n) et G(x) sa
densité de probabilité, on obtient :

+ = x
g(t)sl:[cos(hkt)HG(X)" H*B(E) (2.6)

k=0

avec B(x)=3[6(x+1)+6(x-1)], 6(x) étant la

distribution de Dirac.

La nature de la loi de la sortie du filtre AR dépend de la
valeur des parameétres autorégressifs mais dans tous les cas

cette sortie n’est pas gaussienne. Plus précisément, on peut

donner les résultats suivants :

2.1.1 Cas de Vordre 1

Selon les valeurs des paramétres autorégressifs, la loi de la
sortic du filtre est purement singuli¢re, ou absolument
continue [2] et plus particulierement :

Pour 0<|a,[<0.5,G(x) est purement singulidre.

Pour 0.5<|a,|<1, G(x) est absolument continue,
Notons que G(x) estuniforme si et seulement si a1=0.5.

Nous avons approximé les densités de probabilité du signal
x(n) dans ces différents cas par les deux méthodes
suivantes :

1. Calcul de la fonction caractéristique de x(n) (avec
troncature du produit infini) puis transformée de Fourier
inverse

2. Simulation
Ces résultats concordent [3] et nous présentons sur la page
suivante les résultats obtenus par simulation. (Fig 1.a 4 1.d)

2.1.2 Cas des ordres supérieurs

De la méme fagon qu’a Pordre 1, la sortie est purement
singuliére ou absolument continue mais on ne sait pas
déterminer quels paramétres AR donnent tel type de loi. En
prenant un pdle trés peu amorti par rapport a tous les
autres, on peut se ramener a Pordre 1.

asymptotiquement gaussienne (cf §2) mais en pratique, la
sortie du filtre autorégressif posséde des lois trés différentes
en fonction des valeurs des parameétres AR. Par exemple,
dans le cas de Pordre 1, plus le paramétre al est proche de 1
et plus la sortie se rapproche d’une gaussienne (fig 1.a a 1.d)
Dans le cas d’ordres supérieurs, dés que 'un des paramétres
autorégressifs s’éloigne de 0, la loi de sortie se rapproche
d’une gaussienne.

2.2 Lois uniforme et binomiale

En théorie, d’aprés ce qui précéde, la sortic d’un filtre

A

autorégressif excité par un bruit -3 support borné est
toujours asympiotiquement non gaussienne.

En pratique, la sortie du filtre autorégressif poss¢de des lois
trés différentes en fonction des valeurs des parametres AR.
On obtient les mémes conclusions que pour une loi d’entrée
binaire. Dés que I'un des paramétres AR s’€loigne de 0, la
loi de sortie se rapproche d’une gaussienne.

Les résultats de simulation suivants illustrent ces différentes
propriétés. (Fig 2.a 4 3.b)



Loi de la sortic du filtre AR d’ordre 1 pour une entrée binaire

0.45
“" 0.4 o
09 0.3% 4
o.s
W l 0.3 .
07 o 3
0.6 0.25 - IM(
049 a.s -
0.3 4
0.1 o
0.2 4
ord 0.05
-1.67 . 1.67 _2. 0. 2.
Fig l.a:al=04 Fig1b:al=0.5
0.45 0.32
0.3 o
0.4 o 0.28 o
0.26 o
0.35 = 0.24
0.3 4 0.22 ~
0.2 1
0.2% o 0.18 A
0.16 =
0-2 1 0.14
0.12
0.15 o 0.1 o
Q.1 0.08 -
0.08 o
0.0% - 0.04 o
0.02 o
° T T M T v o T T T T T T T T T T T
—2s °. 2.5 s o. s.
Figl.c:al=0.6 Figl.d:al=08
Loi de la sortie du filtre AR d’ordre 3 pour une entrée yniforme
1.8 0.6
1.4 ~
1.3 4 0.5 4
1.2 - .
1.1~
L 0.4 -
6.9
0.8 o
0.7 4 0.3 4
0.6
0.5 o 0.2 4
0.4 -
0.3
0.2 o 0.1 ~f
0.7 o
—0.49 1.06 -2.30 2.62
Fig2.a:al=0.1 Fig2b:al=0.1
a2=0.2,a3=03 a2=0.2,a3=09
Loi de la sortie du filtre AR d’ordre 3 pour une entrée hinomiale
0.6 0.19
0.18
0.17 H
0.5+ 0.16 ~
0.15 -
0.14
0.4 4 0.13 o
0.12 4
0.11 +
0.3 4 ooo;:
0.08 -
0.07
0.2 006
0.05
0.04 o
0.1 o 0.03 4
0.02 o
0.01 o
[ e L N S e S oo e e M o O AR e s o+*N—~—7—T—T7Tr—TFr—TT TG
—1.88 6.07 —B8.64 9.60

Fig3.a:al=0.1
a2=0.2,a3=03

Fig3.b:al=0.1
a2=0.2,a3=0.9

i
ol -’-‘




3- ENTREE A SUPPORT NON BORNE

Dans le cas ol entrée est & support non borné, de moyenne
nulle, la sortie est également de moyenne nulle et donc si
elle suit une loi normale sa fonction caractéristique ¢(2)
doit vérifier :

242

2

Ln[¢(t)]=—° (3.1)

Dans le cas le plus général d’un filtre autorégressif de
réponse imlpulsionnelle {h,} excité par un bruit constitué
d’échantillons indépendants b(n), la fonction caractéristique
de la sortie du filtre est donnée par :

itx(r)y
E[e"*(M] Hf[e

ith, b(r-k)
]

Pour que la sortie suive une loi normale, un développement
limité du logarithme de cette fonction caractéristique autour

, A 0212
de zéro doit étre de la forme — —=

Dans le cas ol le bruit d’entrée posséde un moment d’ordre

4, sa fonction caractéristique ¢,(t) posséde un
développement limité de la forme :
m, ., m,
¢°(t)=1—§l2+z—!t4+o(t4) (3.2)

m, et m, étant les moments respectivement d’ordres 2 et 4

de la variable aléatoire b(n).

On en déduit alors un développement limité de Ln¢(¢) :

Lno(t)= —%(ihi)t% %( 3 h:)t“+o(t“) (3.3)
: - : =0

k
c4 étant le cumulant d’ordre 4 de b(n).
Dans la plupart des cas (lois exponentielles, Poisson..), le

cumnulant d’ordre 4 est non nul et donc comme kzoht >0,

le développement limité de ¢(¢) n’a pas la forme voulue.
La loi d e du fi rest d .
gaussienne,

Si le cumulant d’ordre 4 de b(n) est nul, il faut alors
supposer que le moment d’ordre 6 de b(n) existe et faire un
dévéloppement limité de sa fonction caractéristique jusqu’a
Pordre 6. On obtient alors pour Ln¢(t) un terme

supplémentaire de la forme :

Ce < 6 |46
()

La généralisation se fait de fagon évidente.

En pratique, on obtient des résultats analogues au cas d’une
entrée a support borné. Dés que 'un des paramétres AR
s’éloigne de 0, la loi de sortie du filtre se rapproche d’une
gaussienne. Les résultats de simulation suivants obtenus
pour une loi de Poisson illustrent cette propriété :
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4- CONCLUSION

Cette étude montre que ’hypothése, souvent admise, selon
filtre
asymptotiquement une loi gaussienne, n’est pas toujours

laquelle la sortie dun autorégressif  suit
vérifi€e. Le choix des paramétres AR et de la loi d’entrée du
filtre s’avérent déterminants pour la nature de la loi de
sortie. Si, dans la plupart des cas, la loi asymptotique de la
sortie du filtre se rapproche d’une gaussienne, cet article

montre qu'une généralisation est impossible.
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