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PROPAGATION DE 1/AUTOCORRELATION VERTICALE EN GUIDE
D’ONDE ALEATOIRE DANS L’APPROXIMATION PARABOLIQUE®.
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Une équation de propagation de l’autocorrélation
verticale du champ acoustique en guide d’onde aléatoi-
re dans 1’approximation de propagation paraxiale est
proposée. Cette équation constitue une extension du
formalisme de propagation "markovienne" introduit par
Tatarskii.

INTRODUCTION

Le probléme que nous nous proposons de traiter

est celui de la propagation de l’autocorrélation ver-
ticale de la pression acoustique dans les guides
d’ondes inhomogénes de 1’acoustique sous-marine, en

présence de fluctuations aléatoires de célérité du son
(ondes internes ...). Notre approche, située dans la
lignée inaugurée par Tatarskii et Klyastin (milieux
statistiquement homogénes) et perpétuée notamment par
Felsen, Mazar, Tappert, Frankenthal ..., repose sur
les hypothéses de départ suivantes :

- 1 - Le carré de 1'indice de réfraction est de la
forme : n? (x,z) = n,2 (2) + u(x,z) (axe horizontal :
0x ; axe vertical : 0z) ol n,? (z) désigne la moyenne
de n® (x,z) et ol la partie fluctuante u(x,z)
constitue un processus aléatoire que nous supposerons
centré (< u(x,z) > = 0 ) et gaussien (moments d’ordre
impair nuls) ; moments d‘ordre pair :

U(x192) eor W(KgyrZg) ) =N <u(xilzj1) u(lezji>

u(x, 2z, ) w(x. 2. )> oo <U(x, ,2, ) B(x, , 2, ¥
11 I g kot Ik
ol I désigne la sommation sur 1l’ensemble des

partitions de 1’ensemble de points {(xl, Zg) .en

(Xgpr ék)} en paires {((xi, zi1 ,(xj , zjl)), cees
((x, 52, ), (x;, , zZ, ))}‘
L I I
Cette hypothése permet d'exploiter le théoréme de

Novikov-Furutsu :

_ Lt , § ¢[u]

u(x,2z) 3u]> = de Idz <UD’ 2 >t
pour toute fonctionnelle ¢ appliquée au processus
u(x,z). Nous désignerons par I, une échelle de

corrélation horizontale de u (<u(x,z) w(x’,z’)> =0
pour |x-x’| > T ). Les fluctuations sont de faible am-
plitude (<u?><<1).

-~ 2 - Pour chaque réalisation de u(x,z), le champ
acoustique est supposé régi par 1l’équation parabolique
classique :

2
2ik %‘-}'{’ " %z—g’ N kg(ng(z) Fuxyz) - 1) Wx,z) = 0 (1)
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e1(kox—wt)
p(X,z,t) = W(x,2)
¥x

Nous nous intéresserons a des distances de propagation
en x grandes devant des échelles spatiales de varia-
tion de toutes les fonctions entrant en jeu (ou devant
leurs échelles de corrélations pour les fonctions
aléatoires), en particulier devant 1/échelle L, de
corrélation des fluctuations de célérité du son.

La distribution-source initiale

supposée déterministe.

¥(x,,z) = F (2) est

Nous utiliserons la pseudo "Fonction de Green"

G(x,z;x’,2') définie par :

ar

. G 3G 2,2 cur ey L
21k0 5=t g;f + ko(no(z) + W (x,2)-1) G(x,z;x",2") =0
et G(x’,z3x’,2') = 8(z-2z")

qui permet d’exprimer la distribution de pression
acoustique en tout point (x,z) en fonction de la
distribution dans un plan "initial".

W) = [ozr Gex,zsxe,20) wxz)

1. PROPAGATION DE LA COHERENCE VERTICALE

Une équation de propagation de la cohérence

verticale T :

*
r(X,Zl,ZZ) = <¢(X’zl)¢ (x722)>

se construit en multipliant par v*(x,z,) l’équation
parabolique (1) appliquée & y(x,z,), puis en
multipliant par w(x,z,) 1’équation (1) appliquée a
¥(x,z,) et soumise & l’opérateur "eonjugué" (.") et

enfin en appliquant & la différence entre les deux
équations ainsi obtenues 1/opérateur <.> :

(2) ar (a2 3 2.2
ziko x> YT T T+ ko(no(zl)
azl az2

- nRE)T (rzgpzy) + K < (xy2)

*
- u(xyzz) “’(xyzl) ¥ (X,Zz)> =0

Outre la cohérence verticale I, cette équation fait

intervenir le moment :
(U, 29 )-B(X, 2D ¥(x,2, )¥*(X,2,)>-




922

La relation qui, & toute réalisation de U(X!?)’
associe la valeur correspondante de ¢ en un polnt
donné quelconque (x;,2z;) est du type “Fonctlonnellg"
et le théoréme de Novikov-Furutsu nous permet d’é-
crire :

<u(x,zl)W(x,zl)w*(x,22)> = Jﬁx' fdz’ W,z u(x,x7)>

*
&y (%,24)

5‘1’(7(121) * 235 & <U(K,2.) 5)
(xy 1) WX, 1.S_TM” U

C ez Y

8y(x,2)

drivé iationnelle vérifie 1'équation:
La dérivée variationn T Z)

gig B Swxz) §E~ Sw(x,2)
Ko T8% Bulx .27y gl (7,20

au(x,z)
(K ,27)

8(x-x')Y8(z-2’ I¥(x,2) = 0

. k§<n§<z) Py (x,z) - 1)
+k2
[s]

qui s’identifie au systéme :

2
_a.E—‘+—a—-F;+

o ¥ 3x2

3 ik K2 (2@ + -1 F <0

F(x',2 3X',2')

i

k
3 o H t
avec : i 8(z-z' )W(xr',2)

au(x,2
v e) H{x-x")YF (x,23%",2")

]

Su(x’,2")
H(x) = Fonctionnelle de Heaviside

L’équation  (3), est identique a 1’équation de
définition de la pseudo-fonction de Green G, au terme

multiplicatif i % ¥(x,z) prés, d’/od :

Iy(x,z) ko
E] - i .9 e’ ’ et

m = 1 5 H(X X ) ‘JI(X’,Z ) G(X,Z,X ,Z/)
L'équation (2) de propagation de l‘autocorrélation du
champ acoustique se raméne a la forme suivante :

(4)

2k 20 . 3 _ EE,
o3k T3 Z

3 2y 322
kg IX
i — |dx/
2 b4

o}

jdz’(<u(x,21) H(x' 2" )> - <u(x,z)u(x’,2"0)
(€6(x,2 1% 2 I0(x! 29D (%,2,)>
- 6ty %2 YU 2R, 20)3) = O

2. APPROXIMATION HAUTE FREQUENCE

Le domaine d’intégration en x’,]x ,x), peut &tre
remplacé par [x-L,,x]. L’approche de Tatarskii revient
4 supposer que pour toute réalisation de u, une
échelle de variation selon x de G et de y est grande
devant Ly » de fagon a pouvoir remplacer dans
1’intégrale G(x,z;x’;2") par G(x,z;x,z’) (=8(x~z')) et
Y(x',2') par ¥(x,z’) (soit le premier terme d’un
développement de Taylor de G et ¢ au voisinage de x) :

2 2
- 3 3
(3) 2iky =55 + {—i - “‘z)r
3z 9z
1 2
2.2 2
N ko(no(zl) - n (2 )T(x,24,2,)
3
. dx’ (< ’ >
ri g r<x’21’22) « ( u(xyzl)u(x ’zl)

o

+ <(u(x,zz)u(x',zz)> - <u(x,zl)u(X'y22)>

- <(u(x,zz)u(X’,zl)>) =0

]r + ki(ni(zl) ~ ng(zz) T(x,zl,zz)

Un simple changement de fonction inconuue p2ime. we
ramener 1’équation (5) & une forme ou les termes
32/3,2 sont changés en termes du premier ordre ;

définissons la fonction I(x,z,8) :

k

-ik 6
(6)  T(x,2,0) = —2 j-dz e ©°FC r(x,z ST %)

ol © a le sens d'un angle de propagation par rapport a
1’axe horizontal. Pour des angles © “suffisamment"
faibles (6 < 15° - 20°), I(x,z,0) peut étre identifié
a la densité angulaire de flux de puissance moyenne
("specific intensity").

Par définition (il suffit d’inverser la transformée de
Fourier (6) et de se placer au point T = O0),
l’intensité moyenne apparait comme 1’intégrale selon
la variable 6 de T :

e, y) 2 = T(xaz,2) = fde I(x,2,0)
On vérifie qu’une

équation portant sur l’'intensité
spécifique I,

équivalente a 1’équation (3), est la

suivante :
an
A, g 1 o 31
X 3z © T2 “dx 36

= Jde'i(x,z,e')wdiffr(x,z,9,9')

- Ide’I(x,z,e')wdiffu(x,z,e,e’)

Le noyau wy;¢¢, de diffraction :

Vaiggr (¥2279) )
2 j d

k ikq z n

) 0" ) 2 4 2( RS ] 0
=1_ﬁjde {no(»—zj—noz+2 S
s’annule dans le cas d’un n 2(x) linéaire ou
quadratique dans le cas général dfun n Z(x)
quelconque, le fait que wy;;¢, Soit d’ordre 2 en 1/k,
permet de négliger le terme
JdO I(R, 2,0 Wy, 5, . (X,2,6-6") devant le terme de

"réfraction® 1/2 dn,%/d, I lorsque k, = =
Juant au noyau de diffusion Wyigeus 11 peut étre dans
1’hypothése de haute fréquence

ramené a une forme
"locale" :
Vaigga (7@
K3 ik gz 4 4
R defutx,z - Pulg,z + >
n

X

+ ulx,z + %)>u(€,z + %)> - AB(x,z - §)><u(x,z + §)>

- &p(x,z + %)u(x,z - %)>} = o(x,2z) 8q) - KX,2,9)

Avec
I{(x,2,q)

3 .
k ik q [+=

0 [ 4
- jd e ‘Lda{ql (x,z -5

bl - )

)u({,z + %})} o(x,2) = J;q I(x,2,q)

+ <u(x,z + %

Le probléme se raméne & la forme classique d’une
équation de transport diffusif :

N )

3z a1 1 Y% a1 I(x,2,0)

& . - X,2,
w=rOm T &R W Nx)
. jde'z(x,z,e—e')l(x,z,e')

(l‘effet d’atténuation volumique peut &tre introduit

par l’ajout au terme de droite de -a,,.(x,2)1{x,2,9)).



La question de 1la validité de la série d’approxima-

tives pratiquées ci-dessus n’est pas simple. Les
conditions de validité prévues par Tatarskii dans le
cas de milieux statistiquement homogénes, déja
sévéres, ne peuvent &tre transposées dans le cas de
milieux inhomogénes que de fagon locale, ou dans des
repéres particuliers (au voisinage de rayons
"moyens") ; une condition de validité de 1’appro-

ximation de propagation
roposée est :
prop (x—xo) Xg

e <1
(ou 1 est la plus petite échelle spatiale de variation
de u), ce qui restreint le domaine d’application de
(5) aux hautes fréquences. Une condition supplé-
mentaire, basée sur des considérations plus
phénoménologiques (Watson, Flatté), est : I varie
faiblement sur des distances de l’ordre de X\, et de L,

soit : oA << 1, oL << 1.
[ h

paraxiale (Tatarskii, Hill)

3. EXTENSION AU DOMAINE DES BASSES FREQUENCES

relation ¢(x’,z') = [dz"
(4) peut étre mise

En exploitant la
G*x(x,2";x’,z' )¥(x,2"), 1l’équation

sous la forme suivante :
2 2
P I A 9
S - rwawid
azl azz

(020 (2,)) TCx,2q,2,)

k3 x
+i —% J dx’J;z"sz’(<u(x,zl)u(x',z')>
0
~(Ru(x,zy)u(x’,2’)>)
(<G(x,zl;x',z’)G*(x,z";x’,z’)w(x,z")¢*(x,zz)>

- <G(X)Z";X'yZI)G*(X722;Xl7Z’)¢(X921)W*(xvz")»
=0

En x' = x, la pseudo-fonction de Green G est déter-
ministe ; pour x-x' > L, G(x,2;x',2') et ¥(x,2") sont
décorrélés ; dans les deux cas :

(9) <G(x,2,3%",2°)G*(x,2"x’,2" JW(X,2")U*(%,2,)> =
<G(X,ZI;X',Z')G*(X,Z";X',Z’))(W(X,Z")W*(X,Zz)>

Sur 1/intervalle ]x-L,,x[, cette relation n’est pas
vérifiée de fagon rigoureuse H cependant la
contribution au terme intégral de 1’équation (8) de la
différence entre <GGryy*> et <GG*><Yy*> sera d’autant
plus faible que l’amplitude <u2?> des fluctuations
d’indice, 1’échelle L, d’autocorrélation horizontale
et la fréquence seront petites, et pourra, selon les
valeurs de ces paramétres, é&tre considérée comme une
petite perturbation ou méme &tre négligée.

Dans ce dernier cas, nous pourrons fermer 1l’équation
(8) et construire une équation compléte (mais
malheureusement non linéaire) de propagation de :

G(X,213%,,2,) G*(X,2,3X,42,)> ¢

2 2
. 3 9 2,2 2

Zlko =t T3t ko(no(zl) - no(ZZ))

9z 9z

1 1

<G(x,zl;xo,zo)G*(x,zz;xo,zo)> =
SO

-i— dx’ | dz" dz’(<u(x,zl)u(x’,z’)>

X
(o]

- <U(X122)u(xlyz')>)

(<G(x-x'+x0,21;%0,2' )G*(x-x'+x0,2";x0,2/)>
<G(x,z";x0,20)G*(x,22;%0,20)>

~<G(x-x'+x0,2";x0,2’ )G*(x-x'+x0,22;x0,2')>
<G(x,21;x0,20)G*(x,2";x0,20)>)

pour le cas d’un milieu "statistiquement stratifié"
(u(x,2)u(x",2)> = F(IX—X’l,Z,Z')).

Pour des valeurs "suffisamment" petites de <u?>, L, et
k., une  approximation  supplémentaire peut étre
appliquée : remplacer, sur l’intervalle ]x-L,,x[, le
moment <G(x,z,;x’,2’)G*(x,z";x’,z’)> par

G, (%,2,3x",27)G *(x,2";x/,2') ol G, est la pseudo-
fonction de Green associée au cas ol u = 0, solution
de :

3G a%e
o)

—— +

ax 322

0

2
+ kino(z) GO(X,z;x’,z') =0

6(2—2’)}

Une équation de propagation de <I> est alors :

2ik
(o]

GO(X',Z’;X',Z’) =

2 2
. HKI> ] 3 2,2
Zlko = *l7T - <>+ ko(no(zl)
le azz

=

- ni(zz))<r(x,zlzz)> + i—% jdz" <T(x,2",2,)>

X
J dx’J;z’ <u(x,zl)u(x',z')> - <u(x,z2)u(x',z’)>
X
o

r

sz"(T(x,z ">

| ~
oW

*
Go(x,zl;x’,z')GO(x,z";x',z') - i 12

X
J dX'JQZ’ Ux,zpdux’,27)> - <u(x,zdu(x’,z')>
X
o

* *
GO(sz";X’1Z’)G0(X121;X'92')G0(X121;X'yz') =0

Ce type d’approximation s’identifie aux procédures de

fermeture du type Bourret et 1’équation (9) constitue
dans cette optique la plus simple de toute une série
de formes approchées de 1’équation (8), qui n’est
elle-méme que la premiére d‘une série d’équations
("hierarchy equations") portant sur des moments
d’ordre 2, 4, 16 ...

Si nous décomposons I et G, sur la base des modes

normaux "paraboliques" {U,, k. } (solutions du probléme
de fonctions propres :

a%y

n 2, 2
5 + ko(no(z)-l)Un(z) = Zkoknun(z) ;

+ cond. limites

dz

orthonormalisation : Jﬁz Un(z)Un,(z) = 6nn'

ik — k)
I(x,2y,2,) = I ,(x)e m

z, A
m m’ m

n x U (zq) Um'(zz)

U (z') U (2)

ikm(x—x’)
Go(x,z;x’,z’) = % e

1’équation (9) se raméne au systéme :

dA
mm’
(10) = =" g g, WEE;(X) Ann'(x) pou; tout m et m’
avec

JLO



wmm;(X)
nn

EICE R
= e

(%; ei(kj_ km' )szlun(zl)um(zl)
[¢]
g

szZUn,(ZZ)Uj(ZZ)IdZ'Uj(zl)um’(zl)
F (kj_ km, ,zl,Zz,zl))

i(k.- k
) e ]
]

)
n dezlun<zl)uj(zl)
JdZZUn,(zz)Um,(zz)jdz’Uj(z’)Um(z’)
’F’(kj—km' 72172272,))

@ ~i !
k2, ,2,,2') = | Tdx’ e L <uxyz9) (U(x’,27)>
172 » 1

- <u(x,zzu(x’,z’>}

A haute fréquence, si 1’échelle L, est suffisamment
petite pour que les effets de réfraction soient
négligeables, lfautocorrélation de G, peut étre
approchée par :
k ik o(z,-z,)
* 0 o "1 "2
Go(x,zl;x’,z’)Go(x,zz;x',z’) T Jge e
Z.+ 2
8 [ ! 2 _ e(x—x’)—z']
z
et 1'équation (9) peut étre mise sous la forme :
2 2
.. 37T ] 3 2,2 2
21k0~§§ = -3 T+ ko(no(zl)—no(zl)) T(x,zl,zz)
3z 322
i _h
k4 de' i e1k09(z1 z")
+ i Z% dz"<I(x,2",2,))> |

o]
Z,+ 2"

{uezpuee, = - axxr))>
Z.+ zZ"
- <l z U, - 8(x-x1))>}
(11) k4 X
- i g [dznerx,zy, 2> ij

ik ©(z"-z,)
Jée e © 2

zz+z"
(e zpuce L —exex )

Z,t 2"

-e(x-x'))>} =0

Une équation de transport, équivalente a (11), est la
suivante :

- <u(x,22)u(X', >

(117)

dn2
A, g 1% a1
x 3z V7 3z 38

= Jﬁe’wdiffr(x,z,G—G’)I(x,z,9’)

’
—de, Jdelwdiffu(x’zfz’:9’)I(xfz - ; 18"

ot I est la densité de flux moyen défini par la
relation (6) et ou le noyau de diffusion Wyjeey.

Vaigeu, (F0%02'D)
2 . X k ik (g-0")z’
K -ik_6'C , [ 0 J 0
o , 0 dx dq e
- —7 J;e e J %o Zn
z 3 z’ ,
(U2 - PDUER' 52z + 5+ = - q(x-x'))>
- <u(x,z + %)u(x',z + % + ;'— q{x-x'))>)
ko iko(q-e’)z’
- dq e (<u(x,z - %)u(x,’z _ % ~ _:_’_ q(x~x’)>
- Lu(x,z + %)u(x’,z - % - ;,— q(X-X')))]

local et seulement
mais étendu & tout

établit wun
angulaire des
1'axe vertical.

plus
de I,

couplage non
variations

CONCLUSION

L’approche classique (II) repose sur une

approximation particuliérement "brutale" : il s’agit
de remplacer dans une intégrale deux fonctions par
leur valeur en un point particulier du domaine d’in-
tégration ; 1’opération est d’autant plus périlleuse
que les fonctions en question sont des fonctions
aléatoires dont on ne peut espérer connaitre que des
moments statistiques.
Le domaine de validité, difficile & cerner de facon
vraiment convaincante dans le cas général d’un milieu
inhomogéne, semble se restreindre aux hautes
fréquences et aux milieux faiblement fluctuants.

L’approche que nous proposons (III), basée sur des
formes approchées du moment d’ordre 4 <GG*yy*>, nous
semble plus féconde. Le poster associé A cet article
porte sur l'application de ce formalisme & 1la
propagation en océan perturbé par des ondes internes
(résolution numérique par des équations (5’), (10) et
(117), analyse des conditions de validité).
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