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RESUME

Le but de cet article est d'analyser les performances et la vitesse d'adaptation d'antennes optimales sous des contraintes ne néces-
sitant aucune information a priori sur le signal utile. L'une de ces contraintes introduit le concept d'inversion de puissance et
I'antenne associée est dite a "contrainte d'inversion de puissance” (ACIP). Aprés avoir étudié les performances de la contrainte de
norme, on compléte des résultats antérieurs en évaluant la vitesse d'adaptation de I'ACIP fonctionnant avec un algorithme des moin-
dres carrés sous contrainte. Le lien existant entre 'ACIP et le préprocesseur de Gram-Schmidt (GS) est examiné et les vitesses
d'adaptation de ces deux dernitres structures sont comparées.

SUMMARY

The purpose of this paper is to analyse the performance and the convergence rate of some antennas which are optimal under
constraints which do not require any a priori knowledge on the desired signal. One of this constraint exhibits the concept of "power
inversion” and the associated antenna is called "Power Inversion Constraint Array" (PICA). Firstly we study the performance of the
antenna using the norm constraint. Then, we complete previous results by evaluating the convergence rate of the PICA using a
Sample Matrix Inversion (SMI ') algorithm. The relation between the PICA and the Gram-Schmidt (GS) preprocessor is examined
and the convergence rate of these two latter structures are compared.

1. INTRODUCTION ET FORMULATION DU
PROBLEME

Soit une antenne linéaire & bande étroite et A N capteurs, de
sortie y(t) = wix (), signal de puissance moyemne P(w) = wiR, w
ol R, est la matrice de corrélation E[xx'] appelée R dans le cas
olt seul le bruit est présent. On suppose que le bruit est composé
de M brouilleurs (M < N) et de bruit spatialement blanc. Sous des
hypothéses trés générales R s'éerit

M
R=06%1 + ZlnkaJ}; (1.1)

ott o?est la puissance du bruit blanc et oll 7, et J; sont

respectivement la puissance d'entrée et le vecteur source du
brouilleur k.

Les performances de l'antenne pour la direction 6, sont sou-

vent caractérisées par le rapport Signal sur Bruit dénommé SNR
(Signal-to-Noise Ratio) et défini par

SNR [R,w.s] = n, Iwtsi2/wiRw (1.2)

oll 7, et s sont respectivement la puissance d'entrée et le vecteur
source associés a la direction 6. Il est bien connu que pour R et
6, donnés, l'antenne maximisant le SNR en sortie est le filtre
adapté spatial (FAS), proportionnel & w, = R-!set le SNR
maximal correspondant est donné par

[SNR], =, stR s (1.3)
Le vecteur w est aussi la solution du probléme de la minimisa-

tion de la puissance de bruit en sortie sous la contrainte wis =
1. Cependant dans de nombreux problémes pratiques, la direction

du signal, ou le vecteur s, est inconnue alors que R reste connue.
Comme s apparait seulement dans la contrainte, le probléme est
de trouver une autre contrainte donnant de bonnes performances.
Une contrainte directionnelle wis, = 1 n'est pas acceptable car
elle donne d'excellents résultats pour la direction o« mais non
pour toutes les autres directions. Le probleme général d'une con-
trainte optimale reste posé mais en pratique, deux procédures ont
déja été utilisées dans d'autres contextes. La premiére est la con-
trainte linéaire w¥e = 1 avec ¢T = (1,0,...,0), qui a été utilisée
par R.T. Compton, dans un cas trés particulier, introduisant le
concept d'inversion de puissance [1]. Pour cette raison, nous
utilisons pour cette contrainte le terme de "Contrainte
d'Inversion de Puissance". La seconde procédure est la contrainte
de norme wiw = 1 qui est évidemment non linéaire.

Dans un précédent article [2], nous avons présenté les pro-
priétés et les performances en régime permanent de l'antenne 2
contrainte d'inversion de puissance (ACIP). On a démontré en
particulier que I'ACIP donne, dans la plupart des cas, de bonnes
performances qui approchent l'optimalité lorsque le nombre de
brouilleurs croit. Notre propos est ici de compléter ces résultats.
On montre tout d'abord pourquoi, dans certains cas, la contrainte
de norme n'est pas acceptable. On évalue la vitesse d'adaptation
de I'ACIP fonctionnant avec un algorithme des moindres carrés
sous contrainte. On donne la relation qui existe entre I'ACIP et
le préprocesseur de Gram-Schmidt (GS). Enfin on compare les
vitesses d'adaptation de ces deux dernidres structures.

2. PERFORMANCES DU FILTRE ADAPTE SPATIAL

Nous avons montré dans [2] que dans le cas ol les
brouilleurs sont forts (Nm, » 6%, 1< k<M ) et orthogonaux
(JEJ; =0, i #k), le rapport Brouilleur-k sur Bruit en sortie,
dénommé [INR]; (Interference-to-Noise Ratio) et défini pour un
vecteur poids w par
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[INR], = m Wi [ P wiw 2.1)

est donné, pour le FAS, par
[INRl; s = o log, P/ Nmy, [1—lay? ] (2.2)

oll oy et o, définis dans [2], sont les coefficients respective-
ment de corrélation complexe entre le signal et le brouilleur &
et de corrélation spatial entre le signal et les brouilleurs.

L'expression (2.2) montre en particulier que le FAS atténue
d'autant plus un brouilleur que celui-ci est fort, qu'il est éloigné
du signal (lerg, | « 1) et que le nombre de capteurs est grand. On
en déduit que le FAS n'annule généralement pas complétement les
brouilleurs, excepté dans des cas trés particuliers (ici, brouilleurs
orthogonaux au signal). D'autre part, on peut montrer [2] que
quelle que soit la position des brouilleurs, le rapport Signal sur
Bruit en sortie du FAS, s'écrit pour des brouilleurs forts

[SNR], = SNR [R,w,,s] & Nz, [1—leg,2]/c® (2.3)

ce qui montre que lorsque les brouilleurs sont forts et tant qu'ils
ne sont pas dans la direction du signal (laj| # 1), le SNR en
sortie duo FAS est presque indépendant de la puissance des
brouilleurs et dépend essentiellement du coefficient de corrélation
spatial oy. Ces résultats sont illustrés sur la Figure 1.

3. PERFORMANCES DE L'ANTENNE A CONTRAINTE
DE NORME

Dans ce paragraphe on considére l'antenne & contrainte de
norme (ACNQ) définie dans le paragraphe 1.

Il est bien connu que le vecteur poids w, qui minimise la
puissance de bruit en sortie, P(w) = wiR w, sous la contrainte de
norme wiw = 1 n'est pas unique et correspond aux vecteurs pro-
pres de R associés a la valeur propre minimale 1,;,. On peut
donc écrire que Rw, = A,,;, w, et la puissance de bruit en sortie
qui en résulte est égale & 4,,;, . Dans le cas ol R est donnée par
(1.1) avec M < N, et dans la mesure ol les sous-espaces propres
d'une matrice hermitienne sont orthogonaux, le vecteur poids
optimal w, est orthogonal aux vecteurs sources J; (1 < k< M)
des brouilleurs et la valeur propre minimale A,,;, est égale & o2.
Utilisant la formule (2.1), on en déduit que tous les brouilleurs
sont complétement annulés par 'ACNO et ceci quelle que soit
leur position et leur puissance. Réciproquement, les antennes qui
annulent les brouilleurs correspondent a des vecteurs poids w qui
sont vecteurs propres de R associés 3 ¢2. Ainsi les ACNO cor-
respondent trés exactement aux annuleurs de brouilleurs, ce qui
explique leur intérét pratique.

D'autre part, les ACNO sont aussi les antennes qui maximi-
sent le rappport Signal sur Bruit moyen en sortie, la moyenne
étant prise sur l'ensemble des directions d'arrivée possibles du
signal. En effet, lorsque 6; n'est pas connu et que le signal peut
provenir de n'importe quelle direction de I'espace, il est légitime
de considérer ; comme une variable aléatoire uniformément ré-

partie sur [0,2n]. Des lors, on peut montrer {3] que le SNR
moyen en sortie de I'antenne w s'écrit, d'aprés (1.2)

SNR [Rw] = =, wiw /wiRw (3.1)

On peut alors montrer que l'antenne qui maximise ce SNR
moyen correspond a 'ACNO et le SNR moyen associé vaut

SNR [R,w,] & =, /o (3.2)

ce qui correspond au SNR en sortie d'une antenne omnidirection-
nelle dans un environnement non brouillé (M = 0). Cependant,
bien qu'elle annule les brouilleurs et maximise le SNR moyen en
sortie, 'ACNOQO peut, dans certains cas, donner des performances
non acceptables. Pour montrer ceci, calculons le SNR en sortie
de 'ACNO pour un vecteur s donné. D'aprés (1.2), ce SNR s'écrit

[SNR], = SNR [R.w, .s] =, Iw} s/ o (3.3)

Soit M I'espace engendré par les vecteurs sources J, 1<k
< M et % l'espace orthogonal associé. Le vecteur s se décom-
pose de manidre unique en la somme d'un vecteur s; de ¥ et dun
vecteur s de 31, Comme w, € ¥+, on obtient

wlsi? =lwh st P = llst 1P cos®(y) (3.4)

ol ¥ est l'angle formé par les vecteurs w, et s5. D'autre part, en
utilisant la décomposition de s et la définition de oy, [2], on
peut montrer facilement que

Is% 12 = lisl? {1 — oy 2 =N [1 —ley, 1?1 (3.5)

En reportant (3.4) et (3.5) dans (3.3), le SNR en sortic de
T'ACNO s'écrit -

SNR], = Nz [1—log? ] cos?(y) /c? (3.6)

Cette expression montre que [SNR], est maximal lorsque cos?(y)
vaut 1, c'est-a-dire lorsque w,, est colinéaire & s5. Cette situation
se produit en particulier lorsque M =N - 1, tant que oy, | #1.
Dans ce cas, 'ACNQO correspond 2 l'annuleur de brouilleurs qui
maximise le SNR en sortie et donne les mémes performances que
le FAS en présence de brouilleurs infiniment puissants (§2).
Cependant, généralement M <N —1 et pour un vecteur s donné,
cos?(y) peut prendre toutes les valeurs comprises entre O et 1
selon la valeur de w,. En fait, dans une implémentation pratique,
w, est déterminé par la condition initiale de l'algorithme utilisé
pour adapter l'antenne. La Fig.1l illustre les résultats précédents
et montre une situation catastrophique de YACNO (§; = =£30°).

4. PERFORMANCES DE L'ACIP

On rappelle ici les principales performances de I'ACIP, c'est-
a-dire de l'antenne associée i la contrainte wic = 1 avec ¢T =
(1,0,...,0) et définie par w, = R lc /etRc.

On a montré dans [2] que pour des brouilleurs forts et
orthogonaux, le [INR], défini par (2.1), vaut en sortie de TACIP

[INR],, 2 6 /NN -M)m, (4.1)

ce qui montre que 'ACIP réjecte d'autant mieux un brouilleur que
celui-ci est fort, que le nombre de capteurs est grand et que celui-
ci est trés supérieur au nombre de brouilleurs. A partir de (4.1),
le concept d'inversion de puissance connu pour 2 sources a été
étendu et formalisé au cas d'un nombre arbitraire de sources.
D'autre part, on a établi dans [2] que sous les hypoth&ses précé-
dentes, le SNR en sortie de 'ACIP s'écrit

[SNR], = SNR [R,w, ,s] & Nz, 11 — rp, 2 J2(N -~ M) (4.2)

olt rj, est la somme des coordonnées de s; dans la base des
vecteurs Ji, 1 <k < M. Des expressions (2.3) et (4.2), on déduit
la dégradation d(s,R,c) du SNR, engendrée par l'utilisation de
I'ACIP au lieu du FAS, pour des brouilleurs forts et orthogonaux

[SNR], [1 = loyd*]
d(s,R,c) = mz (N - M)H“_"Islz 4.3)

Cette dégradation fluctue autour de N — M tant que le signal reste
éloigné des brouilleurs (loggl « 1, Irpel « 1). Ainsi elle décroit
lorsque le nombre de brouilleurs croit et est minimale lorsque M
= N — 1. Dans ce cas les performances de 'ACIP sont celles du
FAS [2]. D'autre part, lorsque le signal est éloigné des
brouilleurs et N » M, la dégradation avoisine N mais le SNR en
sortie de I'ACIP est toujours proche du rapport Signal sur Bruit



Blanc en entrée ( [SNR], = =, /o® ) et les performances de 'ACIP
sont acceptables [2]. La robutesse de 1'ACIP est illustrée sur la
Fig.1. Cette figure montre les variations du SNR en sortie du
FAS, de TACNO et de 'ACIP en fonction de §; pour N =4, M =

1,8,=0° et un réseau linéaire (A /2), #, = Odb, m = 30db,c* = 0db

SNR "® .
(db) gL 4
ol i
R rF N
ok ]
0 l -1
N N N R NN
— FAS ... ACIP 8, (degrés)
——- ACNO

Fig. 1 - SNR en sortie du FAS, de 'ACNO et de
VACIP en fonction de ;.

5. LIEN ENTRE L'ACIP ET LE PREPROCESSEUR DE
GRAM-SCHMIDT

Le préprocesseur de Gram-Schmidt, décrit dans [4], a pour
fonction de décorréler les signaux capteurs par une transforma-
tion linéaire et inversible de ceux-ci. Son nom vient du fait que
la décorrélation est basée sur une procédure d'orthogonalisation
de Gram-Schmidt. La décorrélation des signaux capteurs peut &tre
vue commie un prétraitement permettant en particulier d'accroitre
les performances d'algorithmes type gradient utilisant comme
données d'entrée les sorties décorrélées du préprocesseur. Cepen-
dant ce préprocesseur peut aussi étre utilisé comme processeur
dont la fonction est d'éliminer les brouilleurs.

Le vecteur des sorties e est relié au vecteur des entrées x par
la relation linéaire e = Gx ot G, inversible, triangulaire
supérieure et d'éléments diagonaux égaux i 1, est obtenue par dé-
composition de Choleski de R . Aprés quelques développe-
ments, on peut montrer que la sortie de 1'ACIP a N capteurs
décrite dans le paragraphe 4 correspond i la (p—N +1)¥m¢ sorie
du préprocesseur de Gram- Schmidt 2 p capteurs et la forme wj
associée correspond 2 la (p— N +1)i®me ligne de G. Cependant,
bien que les structures transverse et GS de I’ACIP donnent les
mémes performances optimales en sortie, la structure cascade de
GS§ présente certains avantages par rapport a la structure trans-
verse. Elle permet en particulier :

- la séparation des sources lorsque celles-ci ont des puis-
sances trés différentes [5]. Les sources sont alors séparées sui-
vant l'ordre des puissances décroissantes des sorties ey aep.

- le dénombrement des sources de forte puissance présentes
dans I'environnement.

- I'ajustement du nombre de capteurs au nombre de sources du
fait de la propriété de modularité de la structure GS.

Cependant, contrairement au FAS, I'augmentation du nombre
de capteurs a2 M fixé, qui a pour effet d'orthogonaliser les
sources, n'augmente pas le SNR en sortie de 'ACIP mais fait
tendre celui-ci vers 7, /o2 Il n'est donc pas utile d'augmenter in-
définiment N pour améliorer les performances en sortie de I'ACIP

6.VITESSE D'ADAPTATION DE L'ACIP TRANSVERSE

Lors d'une implémentation, la matrice R nécessaire au calcul
de wy, =R~ly fyfR-1y (antenne optimale sous la contrainte wv
= 1) n'est pas connue du récepteur et doit &tre estimée. Un esti-
mateur possible de R est défini par

A K
R(K) = (1K) le(i)x(i)T (6.1)

Ty

ol x(i) est une représentation de x(#) a I'instant f =i et ol K est
le nombre d'échantillons utilisés pour estimer R. Un estimateur
de w, s'en déduit alors directement par

w, (K) = RK) v / vt RK) v (6.2)

Les expressions (6.1) et (6.2) constituent l'algorithme des
moindres carrés sous contrainte encore appelé DMI ou SMI
(Direct ou Sample Matrix Inversion) introduit initialement par
Reed et al [6]. Notre propos est ici d'évaluer la vitesse de con-
vergence de 'ACIP (v = c¢) adaptée par l'algorithme DMI et de
la comparer a celle du FAS (v = s). Dans ce but, on introduit les
quantités p et d(s,R,v) définies respectivement par

p = SNR [R.w,.s]/ SNR [R,w,s] (6.3)
et
d(s,R,») = SNR [R,w,.s]/ SNR [R,w,.s]  (6.4)

La quantité p est comprise entre 0 et d(s,R,v). Cette dernidre
quantité, supérieure ou égale a l'unité, représente la dégradation
du SNR par rapport & celui du FAS lorsque v est utilisé comme
vecteur contrainte a la place de s. En supposant que les K échan-
tillons x(i) sont indépendants, que K > N et que le processus x(f)
ne contient que du bruit centré, stationnaire et Gaussien, Boro-
son [7] a établi que la densité de probabilité de p , et donc aussi
sa moyenne E[p] et sa variance Var[p], ne dépendent que de N, K
et d(s,R,v). D'autre part, pour N et d(s,R,v) fixés, E[p] et Var[p]
tendent respectivement vers 1 et 0 lorsque X tend vers l'infini,
ce qui montre que le SNR estimé tend vers le SNR théorique.

Cependant dés que K devient suffisamment grand par rapport & N
et d(s,R,v)

Var[p] ~ (N-1)/K? d =1 (6.5)

Var[p] ~ 2d-1)/K d >1 (6.6)

ce qui montre que lorsque K augmente, Yar[p] décroit d'autant plus
lentement que la dégradation d(s,R,v) est élevée. Ainsi, pour v,
s et R donnés, plus d(s,R,v) est grand c'est-h-dire plus les per-
formances en sortie de l'antenne w, sont dégradées par rapport
celles du FAS et plus il faut d'échantillons pour converger vers
w,. Des résultats précédents on déduit que lorsque 1l'algorithme
d'adaptation est le DMI, le FAS, pour lequel d(s,R,s) =1V R et
s, a d'une part une vitesse de convergence indépendante de R et s
et est, d'autre part, l'antenne sous contrainte qui converge le plus
vite. La vitesse d'adaptation du FAS peut s'évaluer & partir des
expressions de Boroson pour d = 1. Ces expressions relatives au
FAS ont été établies initialement par Reed et al [6] qui ont dé-
duit que E[p] 2 0.5 dés que K = 2N - 3. La Fig.2 affine ces

résultats en montrant les variations de T[p] = E[p] - c[p] (pire

cas)( ofp] est I'écart type de p ) en fonction de N pour un nombre
d'échantillons arbitraire.

T[p] SR E3 T T T T T T T T
@b)  afe ]

5p B i ===

Fig. 2 - E[p]—- o[p] en fonction de N pour K arbitraire ; d = 1

On constate en particulier que dés que K 2 3N, les perfor-
mances en sortie du FAS sont, dans le pire des cas, 4 2 dB des
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performances théoriques optimales et ceci ¥ N 2 6. On remarque
aussi que pour les faibles valeurs de N (N < 6), 1'écart 2
I'optimalité est inférieur a 2 dB dés que K 2 3N.

En ce qui concerne I'ACIP, les propriétés de convergence ne
sont pas aussi faciles & évaluer que précédemment. En effet, on a
montré dans [2] et rappelé dans le paragraphe 4 que la quantité
d(s,R,c) dépend étroitement de s et de R et plus précisément du
nombre de brouilleurs forts et de leur position par rapport au si-
gnal. On a établi en particulier que lorsque le signal est éloigné
des brouilleurs, d(s,R,c) décroit lorsque le nombre de brouilleurs
croit et fluctue autour de (N — M) lorsque les brouilleurs sont
orthogonaux. On en déduit donc que lorsque l'algorithme
d'adaptation est le DMI et tant que la direction d'arrivée du signal
n'est pas proche de celle d'un brouilleur, 'ACIP converge d'autant
plus rapidement que le nombre de brouilleurs forts est grand. La
convergence la plus rapide est obtenue pour M =N - 1. Dans ce
cas d(s,R,c) 2 1 et 'ACIP a théoriquement et algorithmiquement
les performances du FAS. La convergence la plus lente cor-
respond 2 l'environnement non brouillé (M = 0). Dans ce
dernier cas d(s,R,c) =N et la vitesse d'adaptation de 'ACIP peut

.

s'évaluer & partir des expressions de Boroson pour d =N. La
Fig.3 montre les variations de T[p] = E[p] — o[p] en fonction de
N pour un nombre d'échantillons fixé et pour d =N,

£/ S
@ b

Fig. 3 - E[p]- o[ p] en fonction de N pour K arbitraire ; d = N

La Fig.3 montre en particulier qu'il faut cette fois 14N
échantillons indépendants pour que, dans le pire cas de
I'environnement tranquille (M = 0), les performances en sortie de
I'ACIP soient & 2dB des performances théoriques, et ceci VN 2
10. Pour N < 10, l'exigence est moins sévére, comme le montre
la Fig.3, mais elle reste plus sévere que pour le FAS. Les résul-
tats précédents sont illustrés par les simulations des Fig. 4 et 5.
Ces figures montrent les variations du SNR en sortie du FAS et
de 'ACIP en fonction du nombre d'échantillons K pour R et s
domnés, pour N =4, 8; =0°, 7, = 15db,c® = 0db et pour un réseau
linéaire (A /2) en indiquant & chaque fois les performances
théoriques associées. Pour la Fig.4, M = 0 et pour la Fig.5, M =
2 avec 8, = 20°,6,= 30°, x; = 30db, =, = 15db.

pa] T T T T T
SNR
(db) af .
ba
t
= 2
E '__,..-J' STy gt (ROt A -
') i For R
.
e
5 _E.-g . . . . . i
00 .‘;N IBN IISN Q‘BN éN N
__ Fas e ACIP K
-—- FAS ESTIME = ---- ACIP ESTIME

Fig. 4 - SNR en sortie du FAS et de I'ACIP en fonction de K
pour M =0

SNR & — 7
@ af

50 ;N ;N é’N iN- %N k-,
... ACIP K

---FAS ESTIME - ACIP ESTIME

Fig. § - SNR en sortie du FAS et de I'ACIP en fonction de K
pour M =2

On constate que la présence de brouilleurs diminue la
dégradation d(s,R,c) et accélere la convergence de I'ACIP alors
qu'elle ne modifie pas celle du FAS.

7. VITESSE D'ADAPTATION DE L'ACIP GS

L'algorithme DMI présenté au paragraphe précédent est, de
tous les algorithmes adaptatifs existants, celui qui converge le
plus rapidement. Cependant il est complexe (O(N3) opérations
complexes), en boucle ouverte, et sensible aux erreurs de préci-
sion finie lorsque R devient mal conditionnée. Un moyen de
s'affranchir de ces désavantages est d'utiliser l'algorithme du
"Treillis Spatial Adaptatif (TSA)" présenté dans [5]. Cet al-
gorithme, adapté 2 la structure Gram-Schmidt, calcule de maniére
séquentielle la décomposition de Choleski de la matrice R. Il est
récurrent sur l'ordre et sur le temps, est en boucle fermée, a une
complexité de 2N?+ 6N opérations complexes, est robuste aux
erreurs d'arrondis, posséde la propriété de modularité et a la
méme vitesse de convergence que l'algorithme DMI. Ainsi la
structure Gram- Schmidt adaptée avec 'algorithme du 7SA semble
réaliser le meilleur compromis vitesse d'adaptation-stabilité-
complexité pour la réalisation de 'ACIP adaptative.
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