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RESUME

Nous proposons un ensemble de méthodes permettant une estimation efficace d'un retard non-stationnaire a

partir de l'observation d'un signal et d'une version retardée et bruitée. Une premiére méthode fournit un es-

timateur au sens du Maximum de Vraisemblance (MV) des coefficients du retard dans une base de fonctions don-~

née.

L'équation du MV obtenue itérativement d'aprés 1l'observation des signaux sur un horizon fixé. Une deux-

izme classe de méthodes, utilisant un formalisme du type "filtrage de Kalman", fournit un estimateur récursif

en temps, soit des parametres du modéle précédent, soit du retard lui-méme. Nous montrons l'équivalence de ces

deux méthodes. Des simulations confirment les bonnes performances obtenues en présence de retard rapidement

variable et avec un niveau de bruit appréciable.

SUMMARY

We propose a consistent approach to non-stationnary delay estimation in presence of noise from the obser-

vation of one signal and a noisy delayed version of itself. A first method is based on a parametric decomposition

of the time varying delay on a set of K given functions. We derive THE Maximum Likelihood (ML) solution for the

parameter estimation and its statistical properties. A fast algorithm is given to compute the MV parameters from

the observation on a given time interval. We then demonstrate that the parametric model is equivalent to a

state space model with a non linear observation equation. By linearization of this equation, arecursive solu-

tion is derived for the parameters estimates, or for the delay itself by the use of the Kalman equations. THe

efficiency of this approach

high level of noise.

I INTRODUCTICN

Les mesures de retard représentent un domaine
d’application extrémement vaste, en radar,
localisation de sources large bande, vélocimétrie,
etc... Elles font 1’objet d’un volume important de
publications concernant le cas de retards constants,
ou l'extension a4 des retards lentement variables par
une estimation a horizon court sous forme adaptative.
C’est le cas de la méthode de filtrage adaptatif,

[1,2] qui présente de bonnes performances en
poursuite; les meilleurs résultats semblent cependant
étre obtenus par les méthodes par boucle 2

verrouillage de retard [2,3].

La solution pour échapper a cette limitation de
1’horizon est de modéliser les variations de retard,
soit par une représentation paramétrique [4], soit
par un modéle d’évolution temporel [2,5.6]. Dans {2],

is illustrated by simulation results in presence of fast nonstationnarity and a

un modéle d’état est introduit pour les coefficients
du filtre adaptatif et conduit assez naturellement a

une méthode a verrouillage de retard et modéle
dynamique pour le retard lui-méme.
Nous montrons que, en fait, 1’ approche

paramétrique et 1’approche par modéle d’'état sont
identiques, a un changement de repére prés dans
1’espace d’état. L’approche paramétrique conduit
naturellement & wune solution par le maximum de
vraisemblance, sur un horizon donné (paragraphe II).
Le modéle d’état conduit 2 une méthode de type

Kalman, qui a 1’avantage d’étre récursive en temps
(paragraphe III). L’introduction d’une perturbation
dans le modéle d’'évolution est bien entendu

indispensable dans le cas d’estimation & horizon
infini pour donner une possibilité d’évolution aux

paramétres; ce point est discuté dans le paragraphe
Iv.
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11 MODELE PARAMETRIQUE DU RETARD

Pour alléger la discussion, nous avons fait un
certain nombre d’hypothéses simplificatrices. On se
limite au cas de deux signaux, le deuxiéme étant une
réplique décalée et bruitée du premier:

(1) x(t) connu
z(t)=x(t-D(t))+w(t)

ou le bruit w(t) est %écorrélé de X(t), blanc,
gaussien, de variance o¢°. Le retard D(t) est a
estimer & partir d’observations échantillonnées.
L’intervalle d’échantillonnage est pris comme unité
de temps; 1'observation est donc de la forme
Z{n) = Zn.

1I-1 Equations du maximum de vraisemblance et bornes
de Cramer Rao

On suppose que les variations du retard sont
représentables par une décomposition sur une base de K
fonction wk(n) sous la forme :

(2) K (def)

TR woa . w0
soit, en désignant par D le vecteur retard, de
dimension N, par d le vecteur paramétre de dimension K
et par ¥ la matrice N x K des coefficients, sous forme
matricielle:
(3) D=%.d

On notera Qk les vecteurs colonne de ¥, de

dimension N et correspondant aux fonctions de base
wk(n), et ¥(n) les vecteurs ligne, de dimension K. Les

relations (2) et (3) peuvent se réécrire :

(3 bis) D =d1g1+..+ngk

b
Dn—yn(n),g

La seule grandeur aléatoire du modéle étant le
bruit w(t), la Log vraisemblance V(d) est donnée par :

(4) vid)= —% F Y [ 7-x(n-p)]% + ™

L’estimée de d au maximum de vraisemblance (ou
aux moindres carrés!) doit rendre extrémale cette
expression. Elle satisfait donc le systéme
d’ équations :

(5) R I R C R LS BRI
k o

Une résolution itérative sera proposée au
paragraphe suivant. Auparavant 1’expression peut étre
utilisée pour calculer les bornes de Cramer-Rao. Les
bornes sont calculées dans 1’hypothése d’un biais

nul : Y(t) correspond exactement au modéle pour
d = gn, Les bornes se calculent- & partir de la matrice

de Fisher F dont les éléments sont donnés par [7]

Désignons par S la matrice diagonale d’éléments
{...x (n—Dn)? ..}, 1a relation (6) se réécrit
(7) F= o2 ¥'sy

ce qui permet d’exprimer facilement la covariance du
vecteur retard D, plus parlante que celle de d.
D’apreés (3)

(8) cov(D)= ¥ cov(d) ¥'= o ¥letsyltet

Cette expression se simplifie remarquablement en
utilisant comme intermédiaire 1la décomposition en
valeur singuliéres de la matrice ¥:

(9) v et Z 11(=1 a1QIQ:

K

cov(D)=¢"2 Z ro1

uu.y sy’
171 171
On obtient donc 1la forme diagonale de la
covariance, lesg g formant une base orthonormée pour

1’espace paramétrique engendré par les fonctions de

Pour un signal d'allure stationnaire les

>'<(n)2 sont en moyenne constants et Q;SQiz xa. On

base gk.

obtient alors pour 1’erreur moyenne sur le retard D :
n

E[(D-D )], .= 1N Tr[cov D]z (R/N). (0% i)
(10)

Cette expression est particuliérement simple a

interpréter: le terme o/ (%%) correspond au fait qu’un

déplacement ‘“vertical" de o (bruit additif) est

interprété comme un décalage horizontal /% (décalage
en temps).le facteur 1/N montre 1’intérét d’un horizon

long, ce qui permet le modéle & retard variable. Le
facteur K au numérateur est la contre-partie : ne pas
utiliser trop de paramétres, en particulier si on sait
que le retard a mesurer varie peu.

II-2 Résolution des équations de MV

Le systéme (5) se préte a4 une résolution
itérative par un algorithme simple & convergence .treés
rapide s’il est initialisé par trop loin de la
solution. Soit Dno la valeur optimale et Dn une valeur

voisine du retard. Dans 1’expression (5} du gradient :

(11} z =x(n~D )= r +x(n-D }-x(n-D )
n no n

R

r +(D -D ).x(n-D)
n n no n

dans- les limites de validité de 1’approximation de
Taylor entre Dnn et Dq, r_ désignant le reste aprés
convergence quand Dn=Dno. Compte tenu de (3) et (8)
la relation (5) devient

def 2 v . N _
Vk = “ ] dk= z 1 an(n Dn)wnk

@

(12) + ¥ v X(n=D )" (n) (d-go)

En remarquant que la premiére somme, qui représente
la valeur du gradiant aprés convergence est nulle, on
obtient, sous forme vectorielle :

(12) V = ¥'SY (d-do)

on en déduit le gain matriciel a donner au vecteur
gradiant V pour converger rapidement vers 1’ opt imum.

L’algorithme itératif correspondant est
(13) di+1)= d(1)-[¥'s(1)¥] V(1)
La matrice de gain peut étre approximée par une

matrice plus simple. En particulier si les fonctions
de bases sont orthonormées et si on suppose que, en

moyenne, %x(n)® reste constant on peut faire
1’ approximation :
(14)  s= 1, ws(y = X ety = 31

L’ inconvénient de 1’algorithme est de travailler
en temps différé. Nous allons envisager une autre
méthode utilisant une représentation d’état pour le
modéle admettant une solution récursive en temps
classique par les équations de Kalman.




111 REPRESENTATION PAR UN MODELE D’ETAT
(HORIZON T FINI)
II1-1 Représentation directement associée au modéle
paramétrique

Le principe est d’utiliser comme équations d’état
associée au modéle paramétrique les relations (voir 3
bis)

d =d

n+l T

(15) i .
z = x[ t -y (n).gh]+wn

La difficulté vient du fait que la deuxieme
relation, 1’équation d’observation, est non linéaire.

Supposons que l’on connaisse une valeur d voisine de
-n

d . En effectuant un développement de Taylor de x au

n

voisinage de tn+ g(n)t.gn on obtient :

z = x(t " md )-x(t -y md ).y mid -3 )

n

ce qui donne une équation linéaire en d :
n

(18) u=H d , avec:
n ot 1} n

ud?z—ﬂt—w(ma)+H?
n n n — —n - n

H % ox(t -p*md ). ¥
n n — n -_

La résolution de ce systéme par les équations de
Kalman donne récursivement sur 1'horizon [o,n]
1’estimée du maximum de probabilité a posteriori,
voisine du MV si la covariance initiale est grande.

Pour n = N et si d peut étre maintenu trés voisin de
n

d , on doit donc retrouver le résultat du paragraphe

n

II1.

Le choix évident pour d est de prendre 1’estimée
n

filtrée de 1’itération précédente de 1’algorithme de
Kalman.

On obtient & 1’itération n 'les
suivantes

opérations

i
182 >

((a)Filtrage: a
n n-1

. t ~
(b)Caleul H: H= -x(n-¢ (m)d ).y(m
—n n - n -

leul . R HH R
17)4 (C)ggvgglance: R=R - n-1"n"n n-1
n n-1 2 .t
c"+H' R H
“n n-17"n
- z —x(n-ypt(md )
(d)Hise & d=4d + n = n
jour: “n Tn RH
0_2 nn

Par rapport aux équations de Kalman classiques,
on rajoute le calcul de gn fonction de En; on note la
forme remarquable de 1’équation de mise a jour, qui
évoque la boucle a verrouillage de retard.

Remarquons que, au bout de N itérations, la
matrice de covariance de gN est donnée par :

(18) R'=R1e ) Yo PH B = RN o Artsy

n~1 [s] 1 n n 0
on retrouve bien la matrice de Fisher du paragraphe II
si R'= 0.

Du point de vue algorithmique, 1l’algorithme de
Kalman est le plus souvent initialisé avec R0= a2 I,
avec a2 trés grand. Dans ce cas, 1’estimée calculée

par (17) est indépendante de oF qui n’a pas besoin
d’étre connu.

Pour le probléme présent du fait de 1la
non-linéarité de 1’eéquation d’ observation,
1’algorithme doit forcément é&tre initialisé par une

valeur agv voisine de d. Il est alors souhaitable
d’initialiser R0 par une matrice diagonale dont les

éléments sont un majorant de la valeur de 1'écart
[Ek - dklz correspondant. Ceci donne dés le départ une
sensibilité moins grande de 1’algorithme au bruit. I1

faut alors également que o ait une
correspondant au bruit réel.

valeur

I1I-2 Utilisation du retard comme vecteur 4d’état

t

»

Considérons le vecteur D = (D,D ,...D
n n n-1 n-k+1

dans le modéle précédent il se relie a d par la

relation suivante (gh = =d)

(19) D=¢% d=9¢ d
n n n T
wt(n)
=1 ...
n
Y (n-k+1)

La matrice ¢ est un bloc K x K extrait de la matrice
n

¥. Si elle est réguliére, la relation (18) peut
s’ interpréter comme un simple changement de base dans
1’espace d’état. Les équations d’'état précédentes se
transposent en :

1

(20) D=3¢% D =4 D =4 D
n n n-1 n-1 n n-1 n " n-1
u =He'D=#%D
n n n n —n n

Dans la mesure ou ¢ v @ toutes ses lignes en
n

commun avec ¢ . sauf la premiére on obtient
-

An
(21) [ [ -1
.94n— ! 1 (0) = Qn lg(n)
(0) " 10
et:
.. .. 3
(22) ¥ = -x{(n-D)®  yY(n) = -x(n-D ).{ .]
—n n n-1-— n 5

Inversement si 1’on cherche directement un modéle
d’état pour D, on obtient nécessairement les
n

structures (21) et (22) pour 4 et ¥, avec un vecteur

Ah arbitraire. Par produit des matrices ﬂk de k = 2 a

n on obtient une relation de la forme :

(23) D = an D,

ou les matrices &n ont nécessairement 1la structure
(18} du fait de 1la relation entre vecteurs D
successifs; 1’ensemble des vecteurs lignes peut étrg
regroupé dans une matrice ¥ N x r telle que :

(24) D=V¥D

"0
ce qui constitue bien une représentation paramétrique
de vecteur Do'

Il y a donc une exacte équivalence entre les deux
méthodes. La transposition des équations (19) est la
suivante :

=4D (oD =

t
n nn-1 n —n

(25) (a)

fon

() calcul x{n-D ) %&f %
n
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() R= ¢
n n n-1 n
x° ¢
R=R - n RR
n n n n
2, ~2 *2
o+ r7 x
n n
~ %2
(¢ D=D- — (z -x(n-D)) R
n n 2 n
o
Dans ces relations, R désigne la premiére
n

colonne de la matrice ﬁn et ;i 1’élément (1,1) de ﬁﬁ
qui est aussi la covariance de Qn. Dans la relation
a), seule la premiére composante de En doit étre
calculée, les autres résultant d’un simple décalage

des composantes de Qn_r

On constate que le systéme d’équation (25) est
plus simple que le systéme (19) : il suffit de
connaitre la séquence des én, qui peut avoir été

calculée une fois pour toute. D’autre part, le terme
r2 donne directement 1a covariance du retard D . Par
n n

contre, la premiére représentation peut étre plus
commode comme outil d’analyse du comportement de
1’algorithme, en suivant 1’évolution des paramétres en
cours de convergence.

Un cas particulier important est celui ou le
vecteur A est constant. Remarquons qu’il défini alors
n

une relation de récurrence entre les retards

(28) -} a D

n k=1 k

Les fonctions de Dbase correspondantes sont
déterminées par les racines 2k du polyndme A(z)

associé

(27) Alz)= 1—2 ;1 a, z

Ce sont des exponentielles wk(n) = 2" en cas de

X
pdles simples, ou des exponentielles et des polyndmes.
Une base purement polynéminiale correspond au cas ou

z = 1 est racine d’ordre K : A(Z) = (1-2)%

e cas ou A est lentement variable peut
n

s’ interpréter comme une variation lente des fréquences
des exponentielles de base. Ceci ouvre des
perspectives de modele adaptatif, ou le vecteur A

n

serait choisi récursivement d’aprés une évaluation des

coefficients de la relation (26) par un algorithme

adaptatif, ou le vecteur A serait choisi
n

récursivement d’aprés une évaluation des coefficients
la relation (24) par un algorithme adaptatif.

IV  SIMULATIONS

La figure (la) représente le signal x(t) utilisé
pour la simulation et le signal retardé par un retard
rapidement variable comprenant un retard fixe et deux
retards variant sinusoidalement avec les périodes T/5
et T/10 et les amplitudes respectives 5, 25 et 30. La
figure (1b) représente le méme signal y(t) bruité avec
un rapport signal sur bruit de 8.5 dB. La figure (2)
représente la convergence de 1’algorithme du MV dans
les deux cas en fonction du nombre d’itérations. La
figure (3) représente la convergence de 1’algorithme
de Kalman en fonction du temps, avec et sans bruit.
La figure (4) donne la valeur correspondante de
1’estimation du retard obtenue récursivement également

par 1’algorithme de Kalman.

v CONCLUSION

Nous avons montré les liens étroits entre
1’approche paramétrique par le MV et une approche
récursive utilisant le filtrage de Kalman pour la
poursuite d’un retard rapidement variable.

Les simulations démontrent 1’efficacité de cette
méthode dans des conditions ol les méthodes classiques

se trouvent en défaut.
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