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RESUME

Nous présentons une méthode simple et efficace pour
estimer le spectre discret d'un signal en présence
de bruit ARMA stationnaire. Nous dennons aussi une
étude statistique des propriétés asymptotiques des
estimateurs fournis par cette méthode. Ces proprié-
tés montrent que ces estimateurs sont asymptotique-
ment des plus précis puisqu’ils ont Ta méme variance
asymptotique que la méthode d'estimation de spectre
de Whittle.

SUMMARY

We present a computationally simple and efficient
method for estimating the line-spectrum of a signal
corrupted by a stationary ARMA noise. Then,a sta-
tistical study of asymptotical properties of the es-
timators yielded by this method is given, that shows
that these estimators are asymptotically among the
most accurate, since they have the same asymptotic
variance as those obtained with Whittle's method.

1 - Introduction
Nous considérons ici un modéle non-harmonique géné-
ral de la forme

X, = Zm

c j=1 Cj cos(2wfj+¢j) + z, (1)

ol z, est un processus ARMA (p,q) stationnaire

et réalisable, défini par 1'équation
P q

Q(B)Zt = n(B) €.

avec B dénotant 1'opérateur-retard, ¢ un proces-—
P t

2
sus de bruit blanc de variance o,

o(B) = 2P o BY et

_ g . k
k=0 %k n(B) = Iy Ny B

Etant donné un signal réguliérement échantillonné,
X t=1,.
t 3 3
nous intéressons au probléme de déterminer une esti-

..sn  généré par le modéle (1), rous
mation précise des fréquences fj » J=l,...o,m i.e,

du spectre discret de Koo- Nous exposons d'abord

F*Z{i:i
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une méthode et un algorithme simple baséds sur le
battement de fréquences pour estimer les fj N
j=1,...,m ; puis nous montrons que les estimateurs
obtenus par cette méthode sont extr@mement précis,
en donnant une étude statistique des propriétés de
ces estimateurs. Les résultats théoriques de cette
étude sont par ailleurs confirmés par ceux que nous

avons obtenus sur divers signaux simulés.

2 - Méthode d'estimation du spectre discret

Nous utilisons la méme technique de battement de fré-
quences que dans [2] pour amplifier chaque harmoni-
que Cj cos(Zﬂfjt+wj) , plus précisément, pour chaque
et pour une estimation £, de £, ,

J

fréquence fj
nous définissons le ?5—amplifié de la jgharmonique

comme le processus Et(fﬁ), solution de 1'équation
e (F)-%0, &, (Ep+e,(F=x, @
avec £ = T.) =0 et od a, = cos(2n £,).
6 (F) =6 (5 oo (2x E,)
Autrement dit, Et(?j) s'écrit sous la forme
t-1
g, (E)=(sin 20 )7L 7§
J I k=0
Cependant, au lieu d'estimer les fréquences fj

sin(anfﬁ)xt_k . 3

par
la méthode de moindres carrés récursifs dans [2] ,
nous estimons ici chaque fj par la valeur 'fj dé-
finie par < Et_l(fj),xt > =0 (4)
désigne le produit sca—

ol le symbole < usv, >

n
laire usuel I uv, des deux vecteurs (ut),(vt)

de R" . Entd'autres termes, la méthode d'estima-

tion du spectre discret que nous proposons ici, con-
siste & déterminer les fréquences E. telles que
leur amplifié décalé Et—l(gj) est orthogonalAau
signal X Nous dirons briévement que les fj
sont les estimations de fj par amplification ortho-
gonale au signal (AOS).

Le résultat ci-dessous prouve 1'existence des estima-

teurs AOS fj
Proposition 1 (cf [4] théoréme 3) Si n est suf-
fisamment grand, alors pour chaque j = 1,...,m ;

parmi les Ej—amplifiés Et(gj) tels que n]fj—fj]<l,
il existe un seul fj-amplifié Et(%j) vérifiant la

relation < Et_l(fj),xt > = 0 presque silirement.

3 - Algorithmes

La méthode d'estimation par amplification orthogo-
nale au signal conduit i des algorithmes extrEmement
simples et performants. En effet, pour chaque

j=l,...,m ; soit ?j une estimation initiale de fj,.

par un développement de Taylor de < Et—l(?s)’xt >
au premier ordre et en utilisant la relation (4), on

obtient

f ~f,

J ]
ol —EE(Eﬁ) désigne la dérivée dgt(?ﬁ)/d§j
£

calculé & partir de la relation (2) et

=-cp Exgs /< gl Epax > (9
s avec

t

Eé(?&)- obtenu par la relation (6) ci-~dessous:

Proposition 2 (cf [4] p.6)

Pour tout ?3, le processus gé(?i) est solution de
1"équation

6 (Fp-2a6 ) Ep+el , (F=-(2sin2ef ) e, () (6)
avec les conditions initiales gé(?j)=0 pour s=1, 0,
-1, -2,

On enﬁdéduit l'algorithme suivant pour calculer cha-—

que fj » j=1,...,m

étape 1 A partir d'une estimation fj de fj , cal-

culer Et(%g) et Eé(%&) pour t=l,...,n respecti-

vement & partir de (2) et de (6).

4 —- - ' -
étape 2 Calculer Gj = <5t_1(fj),xt>/ <Et_1(fj),xt>-

s s est une valeur du critére

alors f, = f, H
1

aprés avoir remplacé fj

Si |6j] <e_ ou ¢
d'arrét, sinon on réitére 1'étape 1

par T.+5. .
J 3]

Cet algorithme est trés performant puisque chaque
itération ne requiert que 4n opérations arithméti-
ques et que le nombre d'itérations nécessaire pour
calculer chaque fj est trés faible, au maximum 5.
L'étude de simulation que nous avons menée sur 20
différents modéles (1) (pour chacun de ces 20 modéles,
nous avons effectué 120 simulations) montre que le
nombre d'itérations nécessaire pour que 1'algorithme

converge varie entre 2 et 5.

Remarques

1- Pour initialiser l'algorithme précédent, il suffit
par exemple de prendre pour ?j s> j=ls...om 5 les
fréquences correspondant aux maxima du périodogramme
du signal L
2- Comme cet algorithme s'appuie sur la procédure de
Newton pour calculer les zéros d'une fonction non-
linéaire, il nécessite pour converger, une estimation
initiale ?9 proche de la vraie fréquence fj i.e
telle que ¥§_fjl < Zn/n. Cependant, on peut éviter
cet inconvénient griAce a une légére modification de
l'algorithme précédent, laquelle consiste & calculer
les corrections 6, non pas a partir de la relation

(5), mais comme suit

6y== <€ ()%,

1 _ sin(an,) B N -1
{5 <E;_l(fj),xt> + — < Et(fj),it(fj)>} €]

En effet, d'aprés les propositions 3 et 4; quand fj

est proche de fj , alors

' F Y. 4 F 3
< gl Esx Asin(@rE) <6 (£)),6 (£))>)
est proche de 1. La modification (7) permet de ren-
dre stable le calcul des corrections dj s, car
1 ) . 3
< Et_l(fj),xt > est sensible aui varlafions de fj
autour de f, tandis que < &, (f.), £.) > 1'est
utou ; q e €8, )

beaucoup moins.

3~ Soit Et(EH) un processus calculé A partir de



la relation (2). Si Et(fj) correspond effective-
ment 4 1'amplifié d'une vraie harmonique, i.e d'une
sinusoide dont la fréquence appartient a la partie
discréte du spectre de X > alors le graphe de
Et(?j) présente une allure tout & fait caractéristi-
que du battement de déux fréquences voisines, fj et
fj . Cette propriété est utilisée dans [2] pour dis-
cerner le spectre discret du signal X, de son spec-
tre continu, qui provient de la composante ARMA z,

dans (1).

4~ Propriétés statistiques

Non seulement, les estimations AOS fj sont simples

i obtenir, mais de plus possédent des propriétés sta-
tistiques qui en font des estimateurs asymptotique-—

ment des plus précis :

Résultat 1
ona f.,-f, = 0(
J 1]

Pour chaque harmonique j = l,...,m ;
3/2(log n)1/2

autrement dit, les fj

) presque siirement,
sont fortement consistants,
avec une vitesse de convergence égale 4

n’3/2(1og n)1/2 .

3ﬁ)

Résultat 2 Pour chaque j=l,...,m ; fj-fj=op(n"

Soit, pour j=l,...,m ; %j l'estimation de £, ob-
tenue avec la méthode de Pisarenko ou avec des tech-
nigues analogues.
qu'une étude statistique des propriétés asymptotiques
des fj reste encore 2 faire, néanmoins, 4 partir

des résultats de [11, le mieux que 1'on peut espérer
obtenlr est que f —f = 0 (n ). Ainsi, les estima-
teurs fj sont plus prec1s que les Ej , fournis par

les méthodes d'estimation de type Pisarenko.

Résultat 3 Pour chaque j=l,...,m ; Ej_fj est
asymptotiquement Gaussien de moyenne nulle et de va-
riance égale & 12 n_3(snrj)_1s(f.),oﬁ snr.=Cg/20
est le rapport signal-bruit pour la jgm harmonique
et ot S(f) est le spectre de puissance de processus

ARMA (p,q) z, dans (1).

~

Par conséquent, les estimateurs £, ont exactement
la méme variance asymptotique que éeux obtenus avec
la méthode de Whittle (cf. e.g [51) qui est connue
comme la méthode d'estimation de fréquences, la plus
précise quand les bruits sont Gaussiens.
Les études de simulation que nous avons effectuées,
portant sur divers modéles (1) et sur 120 réalisa-
tions de chacun de ces modéles confirment les résul-
tats asymptotiques précédents. Nous donnons mainte=-
nant une indication de preuve des résultats précé-
dents, pour une démonstration détaillée, nous réfé-
rons le lecteur & [47.
D'abord, d'aprés (3), on peut décomposer Et(?j)
sous la forme
£, (f ) =X (f ) + ¥ (fJ) + 2 (f ) (8)
ol X _(£.) 1
t' ] t

= xt(fj) + X (£)

J

2E2

yaeiv)

o = = -1
X7(f,) = (2si . C.
t( J) (2sin wJ) b

(sian/2)—lsin(tQj/2)sin{(t+l)6j/2—wj}

e |

xt(fj) (231nwj) Cj
(sinéj/Z) 151n(t6j/2)51n{(t+1)(m +6 ., /2)+w }
- o= -1 _t-1

Yt(fj) = (81nwj) -0

sin(k+1)aj{ Z'Chcos(mh(t—k)+wh)}

2 () = (sina))” b (sin()By )z, 9

ot w,=2mf, , w,=2Wf. , §.=w.~w, 5, N.=w.+w, et ol le
1 J J J J 1] 33

symbole £' dénote la sommation sur h variant de 1

4 m, avec h # ]

Nous prouvons alors les résultats intermédiaires sui-

vants :

Lemme 1 (cf.[4] proposition 1) Pour tout feio0,1/2¢,

on a
t(f) = ?(f) + z° (f) + Z (f) avec

28® = 12 (o)) "1, () cos (o, 048, (£)sin (6, 0)

. 1 o

Zt(f) = Lro0 Yp Yeor

2 (F) = (sin ©)~
rod = u 1, R.,— 2 s
th(w) k= O”kw (k)-H un)Lk oMy We (k)

ol =1 et on olyndmes d -
uopg s Ak Bk sont des polyndm ont les coef
ficients sont des variables aléatoires, combinaisons
linéaires des valeurs initiales de Zt(?) et de z, >
. . . o \
est une solution de 1l'équation <I>(B)ut =0, et o

t
i(w) - [¢(elw)|—2 Re{0 (e 1m) iw(t+l) }
. i +
Hi( ) = |®(e1w)[ Im{e (e 1w 1w(t 1)}
1_t = 2.0y _ ot -
t(k) = Zr=1cos(mr)sr_k s wt(k) = Zrzlsln(mr)er_k
yt = noet + ... + nq Et—q .

A partir du lemme, de la loi du logarithme itéré et

des relations {(9), nous déduisomns

Proposition 3 (cf [4)théoréme 1) Pour tout B > Oy

pour tout € €310,1C, et pour chaque j=l,...,m ; on &

(1) < g, (?.),g (?.) >

1/2+B) + n3

-n (2\/—51nw y 2 +o(n 512 (10g ) )

presque siirement si n]GjISs .

(1i) Pour tout £€10,1/20 ;< gt_l(?),xt>

= 0(1:13/2 1/2+8)

(log n)

presque siirement.

D'aprés (6) et de manidre analogue & (8), on peut dé-
composergé(fj) sous la forme

ELEP=XL(E) + YL () + 2L (ED (10)
ot les composantes du second membre de (10) sont
définies de facon similaire & (9). Utilisant les
mémes techniques de démonstration que la proposition

3, nous obtenons :
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Proposition 4 (cf [4) théoréme 2) Pour tout B > 0
et pour chaque j = l,...,m ; < E't_l(g.),xt > =

-1.2 5/2 1/2+s) + n3 0(52)

n3(245inmj) Cj + o(n (log n)

presque sirement si n|6j] <€,
Le résultat 1 se déduit des propositions 3 et 4.
Par ailleurs, il est immédiat que pour chaque
j=l,...,m
< Et_l(fj),xt > =

< Xt—l(fj)’xt >+ < Zt_l(fj),cj(t) > + OP(n) (1D
ot C,(t) =C, cos(2nf_ t+y,).

J( ) 3 ( 3 wj>

lLemme 2 (cf [4] lemme A 12)
1/2

_ . -1, n .
< Xt—l(fj)’zt > = (231n2ﬂfj) Lj Zt—lrtet + OP(n )
N _ <n _ .
ou Ft = Zr=t(r l)gr_t 51n(2nfjr+wj)

et ou les coefficients g, sont définis par
«©

I g8 = @D ne,
s=0

Nous évaluons d'abord < Zt~l(fj)’cj(t) > pour le cas

ou z,  est AR(p)

Lemme 3 (cf [4] lemme A 13)

Si le processus z est AR(p) alors

t
< Zt—l(fj)’ Cj(t) =
X -1 n 1/2
- (251n2nfj) Cj Zt=lYt €, + OP(n )
ou Ye |®(e21ﬂfj)[_2 (n-t)
P : —
Zk=0 wk51n(2vfj(t k)+wj)

Puis, pour le cas général ou z, est ARMA (p,q),

nous obtenons

Lemme 4 (cf [4] p.24-25) Si le processus z, est
ARMA(p,q) alors

< 2, (£),0,(0) > =

n-1 =~1 q n-1 .o
Cj3£t=l—qbt€t * Theo M Zemn Pefeon §
sl 1 1 L _
ou Bt =n bt+“'+ nq bt+q pour t=l-q,...,n-1
avec b1 =t ul cos{(2nf )(r+t)+y.} si O <t <n
t r=1 "r-1 j 3j
bi =0 sinon .

Comme n> < Eé_l(anj),xt > converge presque siire-

ment vers (ZASinZﬁfj)_lC§ quand n > « , le résul-
tat 2 se déduit des lemmes 2-4 tandis que le Té-
sultat 3 se déduit de ces lemmes et du théoréme cen-

tral limit de Lindeberg.
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