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RESUME

Apres un bref historique du probiéme et une revue des principales
méthodes d'identification de modeles ARMA, de nouveaux algorithmes
sont présentés. Puis les licis qui existent entre ces nouveaux algorithmes
et des méthodes déja existantes sont discutés. Enfin, les performances de
diverses méthodes sont comparées 2 travers une analyse de type Monte
Carlo sur des exemples simulés,

1 - INTRODUCTION

Les modeles Auto Régressifs A Moyenne Ajusiée (ARMA) sont trés
utilisés en Traitement du Signal et en Automatique, avec comme applica-
tions privilégiées la représentation paramétrique des signaux et des
systémes, et I'estimation spectrale.

Un modéle ARMA vectoriel d'ordre (p, q) est représenté par
I'"équation récurrente ;

4 9q
x® =-Y A xt-D+ 2Cie-D a

i=1 i=0
avec ; dim x(t) = dim e(t) = px1 (93]

{X(D)} est le processus ARMA mesuré et {e(t)} est une séquence de
bruit blanc non mesurable, de moyenne nulle et de covariance X. Les
coefficients A; et C; sont appelés parametres AR et MA du modele ARMA
respectivement. La fonction de transfert associée au modéle ARMA est
supposée stable et 2 inverse stable.

Durant Ia demiére décade de nombreuses méthodes ont i€ proposées
pour l'identification des modeles ARMA. Bien que la tiche soit relative-
ment difficile, étant donnée la place dont nous disposons et le nombre im-
pressionnant d'articles (plusieurs centaines) écrits sur le sujet, nous allons
essayer d'effectuer un classement de ces méthodes et de faire un bref
historique afin de mieux situer la contribution du présent article. Cette
revue des méthodes constitue un complément a l'article de synthese de
[MORFetal - 1977]. -

Ces méthodes peuvent &tre classées de différentes manires :
* (1 - suivant 1a procédure d'estimation utilisée :

- Cl11- Méthodes basées sur une procédure en une étape, avec
estimation simultanée des parametres AR et MA.

- CI12- Méthodes basées sur une procédure en deux étapes, avec
estimation séparée des paramétres AR puis des paramétres
MA.

A noter que pour certaines applications (commande adaptative de pro-
cessus, estimation spectrale, ...) I'estimation de la partie MA peut ne
pas étre nécessaire ou étre remplacée par I'estimation d'autres
paramétres comme par exemple les coefficients du numérateur spectral
[MOSES, BEEX - 1986]

* (2 - suivant le type d'information utilisée et de traittment des données
effectué :

- €21 - Méthodes basées sur un traitement séquentiel des mesures
(méthodes récursives).

- €22 - Méthodes basées sur un traitement par bloc des mesures
(méthodes non récursives), avec possibilité de faire appel &
des fonctions de comélation estimées.

11 est 2 noter que dans le but d'améliorer Yefficacité numérique des
algorithmes {en termes de temps de calcul), la plupart des méthodes
récentes fait appel 2 des techniques d'algorithmes rapides (filtres en
treillis, équations de Chandrasekhar), Pour une présentation synthétique
de ces algorithmes voir les articles de [FRIEDLANDER - 1982 a et b].

SUMMARY

After a brief review of the main identification methods of ARMA
models, some new algorithms are presented. Then the links which exist
between these new algorithms and other already existing methods are
discussed. Finally the performance of various methods of ARMA para-
meters estimation is compared through a Monte Carlo analysis realized
form simulated examples.

Parmi les méthodes de la classe C11 on trouve :

- La méthode du maximum de vraisemblance qui nécessite de résoudre
un systéme d'équations non linéaires (INEWBOLD - 1974],
[ANDERSON - 1977], [DUGRE et al. - 1986]), et ses nombreuses
approximations parmi lesquelles on peut citer les méthodes RML1,
RML2 et RML2 modifié¢ ([PANUSKA - 1968, [YOUNG - 1968),
[SODERSTROM - 1973}, [FRIEDLANDER - 1982¢]).

- - Des méthodes basées sur I'ajustement du spectre. [FRIEDLANDER,

PORAT - 1984] proposent de minimiser un critére d'écart quadratique
entre le spectre estimé de fagon non paramétrique  I'aide de la fonction
d'autocorrélation du processus et le spectre estimé de fagon paramé-
trique a l'aide du modéle ARMA. La méthode qui en résulte fait appel 2
des procédures d'optimisation non lindaire, et peut étre vue comme une

forme approchée de la méthode du maximum de vraisemblance.,

- Des formes en treillis moindres-carrés obtenues a partir de la
décomposition du modéle ARMA en un modele AR 2 deux dimensions
et basées sur l'algorithme des moindres-carrés étendus. Ces
algorithmes ont été proposés par [MORF, LEE - 1979] et, sous forme
normalisée par [LEE et al. - 1980] dans le cas d'un modé¢le ARMA (p,
p), puis par (BENVENISTE, CHAURE - 1981] et (FRIEDLANDER -
1983b] dans le cas d'un modeéle ARMA (p, ).

Nous allons maintenant considérer les méthodes de la classe C12, en
envisageant tout d'abord celles qui permettent d'estimer la partie AR 2

T'aide de fonctions de corréiation (classe C22) :

- MEéthodes basées sur la résolution d'un systéme d'équations linéaires
algébriques dites de type Yule-Walker étendues (ou modifi€es). Dans
[GERSCH - 1970] ces équations, en nombre minimal (q), sont écrites &
l'aide de la fonction d'autocorrélation du processus ARMA. Dans
[CHOW - 1972] il est suggéré d'utiliser un nombre d'équations supé-
rieur & g afin d'améliorer 1a qualité de I'estimation. Cette idée a été
utilisée par [CADZOW, MOSES - 1981] pour résoudre le probleme
d'estimation spectrale 2 ['aide d'un modéle ARMA (voir aussi
[CADZOW - 1982]). On parle alors de system: d'équations de Yule-
Walker modifiées surdimensionné. Une autre mani¢re d'améliorer cette
meéthode consiste 2 la combiner avec un approche de type maximum de
vraisemblance [STOICA et al. - 1987a).

Dans [FAVIER - 1977 a et b] les équations de Yule-Walker étendus
sont exprimées en termes de la fonction d'autocorrélation d'un pseudo-
processus d'innovation ou de 1a fonction d'intercorrélation entre le
processus ARMA et un pseudo-processus d'innovation,

11 est 2 noter que les équations de Yule-Walker étendues sont étroite-
ment liées 2 la méthode de la Variable Instrumentale [FRIEDLANDER -
1983a). Une analyse asymptotique de ce type de méthode est effectuée
dans [STOICA et al. - 1985, 1987 b et c]. Finalement ces équations
peuvent étre résolues de manidre récursive (classe C21) en faisant appel
a une technique de filtrage en treillis. Ainsi [CADZOW, MOSES -
1981] proposent d'utiliser un algorithme en treillis de type fenétre avant
(voir aussi [MOSES et al. - 1985] et [SAMSON - 1982]).

En ce qui conceme les méthodes d'estimation de la partie MA, appe-
Iées aussi méthodes de factorisation spectrale, deux types d'approches
féaisza)m appel a des fonctions de corrélation estimées sont possibles (classe

- Méthodes utilisant une procédure de factorisation de Cholesky ((MORF
- 1974), [WILSON - 1969, 1972]), avec possibilité de faire appel & un
ala%orithme en treillis [FRIEDLANDER - 1983c] pour effectuer les
calculs.



154

- Algorithmes de réalisation stochastique nécessitant 1a résolution d'une
équation de type Riccati ou Chandrasekhar ((DICKINSON et al. -
19741, [FAVIER - 1977, 1979, 1982b}, [FAVIER, ALENGRIN -
1979], [FAVIER, SALUT - 1979)).

- Méthode basée sur une procédure itérative et approchée faisant appel a
l'algorithme des moindres carrés ordinaires et fournissant des estimés
consistants pour les paramétres AR [TSAY, TIAO - 1984]. Une
version récursive de cet algorithme, utilisant un filtre de blanchiment en
treillis / moindres carrés d'ordre (p+q) et nécessitant la résolution d'un
systéme de g équations linéaires algébriques, a été proposée par [LI,
DICKINSON - 1986]. Les paramétres MA peuvent également étre
obtenus en utilisant cette approche a travers une simple procédure de
normalisation des variables intermédiaires solutions du systéme
d'équations algébriques précédent [LI, DICKINSON - 1988].

Enfin pour terminer la présentation des méthodes de la classe C12,
nous citerons les méthodes permettant d'estimer, en deux €tapes, aussi
bien les parametres AR que MA :

- Meéthodes basées sur l'identification de modeles AR longs ((DURBIN -
1959, 1960], [GRAUPE et al. - 19751) ou MA longs [FAVIER - 1982
a et b]. Dans ces deux dernitres références la dualité des deux appro-
ches (AR long et MA long) est clairement mise en ¢vidence.

Apres ce bref historique des méthodes d'identification de modeles
ARMA, nous allons rappeler dans le § 2 ics principales définitions et pro-
priétés qui seront utilisées dans le § 3 pour développer de nouveaux algo-
rithmes d'estimation duaux de modeles ARMA multivariables. Finalement
quelques résultats de simulation seront présentés dans le § 4 pour
comparer les performances de différentes méthodes d'estimation.

2. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Comme il est facile de le vérifier, les paramétres AR du mod¢le
ARMA (1) vérifient les équations de Yule-Walker modifi¢es (YWM) :

P
ZAirl_i=o (Ap=1,) Vv I>q
i=0 (3)

ol

I'l_i=E[X(t‘i) XT(t'l)] (4)
Etant donné le processus x(t), le prédicteur linéaire direct d'ordre N
de x (1) est défini comme :

N
RN® = - X, AN g X (t-1) ©)

=1
ol les paramétres Ay ; sont appelés coefficients du prédicteur direct
d'ordre N. L'erreur de prédiction directe d'ordre N est donnée par :

N

en® = x(© - XN©® = X, Ayi X (t-1) ,avec Ay g = I, (©)
i=0
Les coefficients du prédicteur direct optimal au sens de la minimisa-
tion du critere des moindres carrés moyens vérifient les équations de
Yule-Walker (YW) :

N
EAN_irl_i =0
i=0

ce qui traduit la condition d'orthogonalité de €y (1) avec x(t-1), ...,
x(t-N), c'est-3-dire :
Elex® xT¢-D] =0  Vle [I,N] ®

Comme il est bien connu, 1'algorithme de LEVINSON-WIGGINS-
ROBINSON permet de résoudre les équations YW de maniere récursive
par rapport 2 I'ordre N. Cet algorithme peut étre associé A une structure de
filtre en treillis dont chaque cellule est caractérisée par deux coefficients
matriciels, appelés coefficients PARCOR directs et rétrogrades, qui inter-
viennent dans le calcul des coefficients des prédicteurs. Dans le cas ol
T'on veut estimer ces coefficients de maniére récursive vis-a-vis du temps,
il est possible d'utiliser un filtre en treillis / moindres carrés pour calculer
les coefficients PARCOR.

v1le [1,N] )

Les filtres en treillis poss¢dent de nombreuses propriétés dont celle de
réaliser une double orthogonalisation de la série temporelle { x(t-N), ...,
x(t) }, correspondant 4 une factorisation U-D (inférieure et supérieure) de
RN, matrice d'autocorrélation d'ordre N du processus x(t). Nous avons :

en® I, An,1 -l ANN x (1)
g, t-N+1) |~ I, A, : ®
80 (t - N) 0 Ip X(t - N)

oil { Eg(t-N), ..., EN(t) } constitue une base orthogonale de 1'espace en-
gendré par { x(t-N), ..., x(t) }.

3 - ALGORITHMES
MODELES ARMA

D'ESTIMATION DUAUX DE

Comme dans [LI, DICKINSON-1986], nous approximons le mod2le
ARMA (1) en remplagant la séquence de bruit blanc { e(t=), ..., e(t) } par

la s€quence orthogonale des erreurs de prédiction directe { enq(t-q), ...,

en(t) }, délivrée par un filtre en treillis d'ordre N 2 q. Le modéle (1)
s'écrit alors :

P q
X© = -2 oy x - + Y B, ey -1 (10)
i=1 i=0
Nous allons montrer que les coefficients o; vérifient les mémes
équations YWM que les parametres A;, et que les coefficients f; fournis-
sent une estimation des paramétres C; 2 un rapport de covariances prés.
D'apres (10), nous avons :

P q
rl:-Zairl-i+ZBiE[EN.i(t'i) xT(t-l)] (an
i=1 i=0

ou encore en utilisant (6), avec ag = I:

P q N-i
zairl-i=2BiEAN-i,jrl-i-j (12)
1=0 1=0 i=0

Compte tenu des équations YW (7) que vérifie le prédicteur direct
d'ordre N-i, Ie second membre de (12) est nul pour [ € [g+1, g+p'], avec
p' 2 p, si on choisit N = g+p'. On retrouve alors les équations YWM (3)
que vérifient les paramétres AR du modele ARMA. A noter cependant
que, par construction, le modele (10) ne satisfait pas les équations YWM
pour toute valeur de I > q comme c'est le cas avec le modele ARMA (1).

Nous allons chercher maintenant A déterminer les paramdtres MA en
fonction des coefficients f; du modgle (10). Pour cela, nous normalisons
les erreurs de prédiction directe de telle sorte qu'elles aient toutes la méme

covariance qu que en(b). Soit :
- 12
SN-i(t'i)=(R§J) RE.:)

12
ol (qu . i) représente une racine carré de qu _; (par exemple celle

-12
en.;t-D Vie [0,q] (13

correspondant 3 la décomposition de Cholesky de Ry _ ;).

Le modele (10) peut étre réécrit comme :

P . 4 e V2 gyl2_ )
2o x-D =38 Ri:) RY) ey -d aa
i=0 i=0

oll { Ey. gt-a)s .o, exn® } est une séquence de variables aléatoires

orthogonales ayant toutes la méme covariance R;. Par suite, nous
pouvons considérer que cette séquence approxime la séquence de bruit
blanc {e(t-q),...,e(t) } du modele (1), et nous déduisons comme
parametres MA estimés :

12 12
£ £ .
Ci =B, (Ri.:) ([RE) Vielld s
1 nous reste 2 exprimer les coefficients o; et B; en fonction des
coefficients des prédicteurs directs. D'aprés (6), nous avons :

N-i
en.it-D) = D An.j jx(t-i-)) iel0,q (16
j=0
et en reportant cette expression dans (10) nous obtenons :
P
Do x-) =8, +8, an
i=0
N
avec: §; = ZAN,j x(t-j)
j=0
P N-p
= 2 AN XD+ DAy pxt-j-p)  (18)
j=0 j=1
q N-i '
et:  Sp= 2B D Ay x(-i-j)
i=1 j=0
q

-3

N
=11

Bi AN-i,j-i X(t"j) (carAN_i‘z=O Vl<0)
1

-

N g N-p q
=2 X B AN XD+ Y, X B AN i jap.iXE-§-P)
j=1 i=1 j=1 i=t

(19),
En regroupant les termes en x(t-j) d'une part, et x(t-j-p) d'autre part,
nous obtenons :

P q
o + An,j + _Zlgi An.ij-i| X @D +

i=1



N-p

>

- q
A jsp* 2B AN-ijep-i| XE-j-p) =0 Q0

j=1 i=1

Cette égalité devant tre vérifiée pour toute valeur de k, et compte tenu
de la relation A, =0 V n < 0, nous déduisons les deux systémes
d'équations linaires suivants pour le calcul des paramétres o; et B; en
fonction des coefficients des prédicteurs d'ordre N-q, ..., N.
Min (q,p+j)

2 B, AN.i,j+p-i = “ANj+p Je[LN-p @D
i=1
Min (j. q)
(X,j=AN'j+ Zl Bi AN—i,j-i jE [l,p] (22)

En choisissant N = q+p, on obtient un syst¢me minimal d'€quations
(21) pour le calcul des parametres B;. Par contre, si on prend N = q+p’,
avec p' > p, on obtient un systéme surdimensionné.

En résumé, l'algorithme d'identification est constitué des quatre
étapes suivantes :

1. Application du filtre en treillis / moindres carrés d'ordre N = g+p',
avec p' 2 p, pour I'estimation récuisive des coefficients PARCOR

directs et rétrogrades, ainsi que des covariances R§ _; des erreurs de
prédiction directe.

2. Estimation des coefficients des prédicteurs directs d'ordre N-q, ..., N
A l'aide des coefficients PARCOR estimés 2 I'étape 1, en utilisant les
relations de récurrence de LEVINSON-WIGGINS-ROBINSON.

3. Résolution des systémes d'équations linéaires (21) et (22) pour
I'estimation des parametres o; et B;.

4, Détermination des coefficients du modele ARMA :
Aj=0j ie[l,pl et C iell,q] donnds par(15).

L'algorithme ainsi obtenu constitue une généralisation au cas multi-
variable de I'algorithme de [LI-DICKINSON-1988].

Nous allons maintenant développer une version duale de cet algo-
rithme. En inversant le systéme d'équations (9) nous tirons :

I, An,1 AN, N t
X (1) P SN()
x(t-N) 23)
0 Ip Eo(t‘N)
soit pourie [0, N] :
N-i
X@t-) = Y, AN.1j EN.i.j(t'i'j),(AN'i,O = Ip) (24)
j=0
Reportant cette expression de x(t-i) dans (10), nous obtenons,
q P N-i_
2 B, en.it-D = 2 o X AN en.i.jE-i-3) @5
i=0 i=0  j=0

Par suite, en comparant (17) - (19) avec (25), il est facile de vérifier la
dualité des rbles joués par p, x(t-1), o; et B; vis-a-vis de q, en.;(t-1), B; et
o; respectivement, et donc de déduire les relations duales de (21) - (22) :

Min (p,q+j)

oy KN-i,j+q~i='KN,j+q je [1,N-q] (26)

Min (j,p)
Y o AN

i=1

jellql @n

Un algorithme dual de celui décrit précédemment peut donc étre
obtenu en remplagant la résolution des systémes d'équations (21) - (22)
par celle des systemes duaux (26) - (27). Cette solution nécessite d'avoir
calculé au préalable les coefficients A, n par simple inversion de la
matrice triangulaire introduite en (9).

Un troisi¢me algorithme dual peut étre déduit en combinant la
résolution des systemes d'équations (21) et (26). Cette solution corres-
pond 2 l'algorithme proposé par [RIBEIRO, MOURA - 1987].

On doit remarquer que les algorithmes (21) - (22) et (26) - (27)
. u;ilisent l'information contenue dans les colonnes des matrices triangu-

laires définies en (9) et (23). Lorsque l'ordre n du prédicteur devient
grand, nous avons :
28)

An.j'—)Aoo.j et Kn’_‘—)xw,_]

ol les coefficients A j et Kw, j Teprésentent respectivement les
paramétres des mod2les AR long et MA long équivalents au modele
ARMA. Par suite, en choisissant la valeur de I'ordre maximal N de telle
sorte que les (q+p"), avec p' 2 p, premiers coefficients Ay ; et Anp,j
( € (1, g+p'D) aient convergé vers leurs limites A_ jet Km j»eten

remplagant les coefficients A, j et Kn_ j par ces limites dans les

équations (21) - (22) et (26) - (27), ces équations deviennent alors iden-
tiques aux algorithmes d'estimation proposés par [FAVIER - 1982]. Tl est
a noter que ces algorithmes utilisent les €léments de la premi¢re ligne des
matrices triangulaires définies en (9) et (23) pour N grand (N 2 g+p').

4 - RESULTATS DE SIMULATION

Une analyse de type Monte Carlo, avec 20 séquences de bruit diffé-
renies, a été réalisée pour comparer les performances de 5 algorithmes
d'identification de modéles ARMA. Les résultats rapportés ci-aprés
concernent l'identification d'un modele AR(2) bruité :

{y(tg =-a; y(t-D-ayt-2)+e@®

xM=y@® +vE©
avec: a;=-2ePlcosT , ay=e28T
T étant la période d'échantillonnage.

Nous présentons ci-dessous des résultats de simulation obtenus avec
les valeurs numériques B = 2.10*, @ = 0,8 et un rapport $/B de 200.

Les algorithmes considérés sont les suivants :
- Algorithmes permettant d'estimer les paramétres AR et MA :

. "Algorithme 1" basé sur la résoluiion des équations (21) - (22) avec

N = p+q.

. "Algorithme 2" basé sur la résolution des équations (21) - (22) avec
N = p+q+2.
"Algorithme 3" basé sur la résolution des équations (26) - (27) avec
N = p+q+2.

- Algorithmes permettant d'estimer les parameétres AR seuls :

"Algorithme 4" basé sur la résolution des équations de Yule-Walker
Modifiées, avec utilisation de l'estimateur ergodique pour
T'estimation de la fonction d'autocorrélation du processus ARMA.
"Algorithme 5" basé sur la résolution des équations de Yule-Walker
Modifiées 2 1'aide de 1a méthode de 1a variable instrumentale.

- Algorithmes permettant d'estimer les parametres MA seuls :

. "Algorithme 6" basé sur une méthode de factorisation spectrale faisant
appel 2 la résolution d'une €quation de type Riccati, avec utilisation
de la fonction d'autocorrélation estimée du processus ARMA
[FAVIER, SALUT - 1979].

" Algorithme 7" identique 2 "Algorithme 6", avec utilisation de la
fonction d'autocorrélation estimée du processus ARMA filiré parla
partie AR [FAVIER - 1979].

Le critere de comparaison est la distance euclidienne de V'erreur
d'estimation, calculée séparément pour les parties AR et MA (JAR et
IMA).

100

Algo] 1 ) 3 7 3 5 7

JAR [1,70.10-3]1,16.10-2} 4,64.10-3]2,48.10-3} 2,22.10-3

IMA |4,41.10-2[4,91.10-% 0,26 0,34 [8,99.10-2

Des simulations réalisées (8 jeux de valeurs de B, , S/B ont été
simulés) il ressort que les meilleures performances sont obtenues avec
l'algorithme 1 tant pour les paramétres AR que MA et tant du point de vue
distance paramétrique (biais) que vitesse de convergence et variance des
parametres estimés. De plus, nous avons constaté que pour l'estimation
des parametres AR, l'algorithme 5 donne des résultats trés voisins de
ceux obtenus avec l'algorithme 1. Enfin nous devons signaler qu'étant
donnée 1a nature trés oscillatoire des signaux simulés, les algorithmes 4 et
6 qui font appel & l'estimation de la fonction d'autocorrélation du proces-
sus ARMA, conduisent 2 des valeurs de paramétres estimés trés oscil-
lantes. L'utilisation de 1a fonction d'autocorrélation du processus ARMA

filtré par la partie AR (“algorithme 7") permet dans ce cas d'améliorer tres.

sensiblement les performances de l'estimateur de la partie MA.

Une analyse expérimentale plus détaillée de ces algorithmes est
foumnie dans [PUY - 1989].
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