DOUZIEME COLLOQUE GRETSI - JUAN-LES-PINS 12 AU 16 JUIN 1989

IDENTIFICATION DES CHAINES DE MARKOV CACHEES:
APPLICATIONS AUX CANAUX NON-LINEAIRES

H.KOREZLIOGLU et R.VALLET

TELECOM PARIS 46 rue Barrault 75634 PARIS CEDEX 13

RESUME:

Cet article vise 2 appliquer F'algorithme de BAUM et WELCH 2 I'identification d'un canal de communications non linéaire 2 bruit
blanc additif. A partir de ces algorithmes itératifs, on dérive des algorithmes récursifs pour I'estimation des caractéristiques du canal

de ransmission et pour I'estimation de 1a loi de la source.

SUMMARY

The aim of this paper, is the application of the BAUM and WELCH algorithm to the identification of a non linear channel with
additive white noise. From these algorithms, we derive recursive algorithms for the estimation of the parameters of the transmission

channel and for the estimation of the probability law of the source,

Définitions des chaines de Markov:

Un systéme, qui géntre un signal, peut &tre représenté par
une chaine de Markov si les conditions suivantes sont
réalisées.

1) 1l existe une représentation d'états finie. L'espace d'états
est de cardinal fini M. Pour un état donné, le signal observé
poss&de certaines propriétés particulitres.

2) A chaque instant n, un nouve] état est atteint en fonction de
I'état précédent et d'une matrice de probabilités de transitions.

3) Aprs chaque transition, une observation est produite en
accord avec une loi de probabilité paramétrée par la valeur de
I'état courant ( Machine de MOORE) ou par celles des états:
courant et suivant ( Machine de MEALY)

Si un processus peut étre représenté comme le processus

d'observation d'un tel systtme, on dit qu'il posstde une
représentation markovienne finie.

Soit E un espace dénombrable dont les points sont les états de
la chaine. Soit Q = EN I'espace des suites infinies x = (xp;
neN) d'éléments de E qui seront appelés les trajectoires de la
chaine et soit x — xq les coordonnées de I'espace Q. '

La donnée d'une loi de probabilité Pg sur E et d'une matrice
markovienne A={a;;} (a;20et Tajj=1 VieE) suffit
j€E ‘
définir une chaine de Markov homogene sur €, telle que si P
désigne la loi de cette chaine on ait:

P(X0=X0,X1=X1see0v0ee XN=XN)

= Po(X0)-8x0,x1.s01000r axN-1,xN

Dans ce qui suit, nous désignerons

P(X0=x0,X1=X14eeee00e XN=XN) par P(xg,X1,0ee0r0r XN) et
P(Xn+1=X0+11Xp=xXp) par P(xp+1 Ixp).

La chaine de Markov X est dite irréductible si A ne contient
aucune sous matrice markovienne. Elle est stationnaire et
ergodique si, de plus,laloix;— Y, P(xq). P(x1lx0) coincide

xo€E
avec Py, auquel cas P(xg) > 0 V xo.

Equation d'états:

Toute chaine de Markov X admet la représentation:

Xn+1 = fo(Xn,Wp)

ot {Xp,wo,W1,.....} forme une suite indépendante. Si la
suite {wp , neN} est équidistribuée et si f, et indépendante de
n, alors X est homogtne. Nous ne nous intéresserons qu'aux
chaines de Markov homogenes.

Nous représenterons une chaine de Markov cachée par le

-couple (X,Y) de processus d'état X ( chaine de Markov) et de

processus d'observation Y définis par le couple d'équations
récursives:

Xn+1 = (X, Wp)

¥n = h(Xn,Ba)

ol la suite { (W, By ), ne N} est une suite indépendante,
équidistribuée et indépendante de Xg. Remarquons que le
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processus { (Xn+1 » Yn ). ne N} est une chaine de Markov.
Nous supposerons que X est stationnaire et ergodique.

Nous n'avons pas spécifié ici, les.espaces de valeurs de W, B
et Y qui seront définis selon le contexte.

Remarque: Il existe beaucoup de processus Y qui peuvent se
mettre sous la forme (3) avec un processus d'états markovien
X défini par (2) sans que E soit un espace dénombrable. Dans
ce cas, il faudrait définir la loi de X par des noyaux de
transition, ce qui aurait pour effet de compliquer les notations.
Dans le but de rattacher notre présentation au langage des
automates finis, nous considerons ici un espace E fini, Notre
écriture sous entend que I'espace des valeurs de W, B, Y sont
aussi des espaces discrets. Dans le cas contraire, B et Y
peuveht gtre A valeurs continues, alors les probabilités sont 3
remplacer par des densité. Conformément aux notations ci-
dessus, P(Xn+1.¥Yn/%n) représente la probabilité conditionnelle
P(Xn+1=Xn+1, Y n=Yn!Xn=Xn)

Machine de MEALY:

Cette loi se décompose suivant la relation suivante:

P(Xxn+1,¥Yn!Xn) =P (X4l 1 X0) . P(¥Yn! Xn+1.%n ) (6)

La valeur yp du processus Y a l'instant n dépend des valeurs
(Xn+1,Xn) du processus d'états X aux instants n et n+l.
L'automate qui géndre le processus Y est une machine de
MEALY.

La loi de la suite est le produit des lois conditionnelles soit:

P(X0,{X1,¥0)s (X2,¥1):(X2:¥ 1)eeveivnensnnnnens «(Xn+1:¥Yn))

= B x(I;I+1

.)’() ) =

n
= P(x0) 'kI;IO P (xk+1. ¥k ! Xk) 1)

Machine de MOORE:

Si les processus W et B sont indépendants au méme instant,
la loi conditionnelle qui caractérise la suite Markovienne
(Xn+1.yn) est: ‘

P(Xn+1,¥n!Xn) =P (Xn+11x0) . P (¥n!%p) ®)

La valeur yn du processus Y & l'instant n dépend de la valeur
Xn du processus d'états X 2 I'instants n. L'automate qui génre
le processus Y est une machine de MOORE.

Laloi jointe est alors:

PG ) = P(xo) n P (xeet 136) - B3 %6 ) )

Beaucoup de processus peuvent &tre représentés, avec un
certain degré d'approximation, par un modele de Markov
caché. Pour 1a réalisation du mod&le correspondant, on doit
apporter des solutions aux problemes suivants:

Probléme 1)

Connaissant l'observation Y = ( y1,y2......yN), comment
choisir la suite des états X=( x0,x1,X2,......,.XN) qui soit
optimale pour un certain crit®re. En particulier un crit®re de
Maximum de Probabilité a posteriori ou de Maximum de
Vraisemblance.

Probléeme 2)

Supposons que la probabilité de transition P(Xp+1,¥n!Xn) €t
que la loi p(xg) dépendent d'un parametre A prenant ses
valeurs dans un espace E. Dans ce cas, on peut ajuster la
valeur de A, qui maximise un critére, par exemple la loi

"conditionnelle” P(Yllq | A) par rapport & A. Pour simplifier les

notations, la dépendance de P(.) relativement A A sera notée par
PACYD.

Un algorithme de lissage non-linéaire [1] permet de calculer la
probabilité de 1'état du syst®me, a l'instant n,

conditionnellement & I'observation du signal yll‘I pour 1<n<N.,

Cet algorithme fournit une solution du probléme 1) et sera la
base d'une solution du probléme 2). Un algorithme récursif
(algorithme de VITERBI) [2) permet de déterminer Ia suite X)

d'états de probabilité a posteriori maximale.

La solution du probléme 2) peut étre obtenue sur une suite
d'observations finie, par un algorithme itératif ( BAUM et
WELCH) [1] ou
M'aximisation). Sur une suite de longueur "infinie", par un

algorithme E.M. ( Expectation,

algorithme récuréif dans le temps lorsque le systeme est non
stationnaire et lentement variable au cours du temps [3].

ALGORITHME DE BAUM OU EM.:
L'algorithme E.M. est défini A partir des fonctions de
vraisemblance directe et retour.

.1 M . . 02
OA(xa=jlyg )= _EIPA(xn=J.yn-1IXn.1=1)-0A(Xn-1=1'y0 X10)
1=

N _ M . . N
PaGxn=jlyp ) = i§1 PAn+1=1,YnlXn) . BA(n+1=ilyp 1) (11)

La probabilité a posteriori que 1'état xy, 2 I'instant n, prenne
1a valeur xp=j, est définie par:
. . -1 . N
La(xa=ilyg ) = O'A(Xn=1|)'0 ) Ba(xa=jly,, ) Norm

M
ol Norm= Z LA(xn=j Iyo ) est un facteur de normalisation.
[=

A représente l'ensemble des paramdtres du modéle pour

(12)

lesquels sont calculées les fonctmns directe et retour donc le
lisseur non-linéaire LA(xn-leo ).

L'estimation des parametres du modele par un algorithme
EM. est réalisée dans I'étape suivante:

On recherche le vecteur pararnélres A’, qui maximise
I'expression:

Q(AA) = E{log(Pr(Xy,Yp)) =

3, PACKQ-Y0) 1og®aCXg-Yg)) %

ol XgI représente une suite { xg, X1, «vooee , XN} d'état

occupés par le systtme. E{.} est 'espérance mathématique.
Dans [4] Liporace démontre que le point fixe de la fonction de
réestimation est unique et qu'il est tel que la vraisemblance de
T'observation soit maximale.

Nous allons indiquer sans démonstration les principales
fonctions de réestimation ainsi obtenues:

L'estimation des coefficients de la matrice de transition
s'effectue par la relation:

Palxk+1=jixg=i) = a4



N .. n-1 . . . N
Z?A(X{FIIYO Y*PAGn+1=]Ynixn=)BAXn+1=ilYy 4. )
n=

N
., n-1 . N
n§1°’\(x":ﬂy° ) BaGxas1=ilypq)

On vérifie aisément la condition de normalisation des lignes

de la matrice des probabilités de transitions:
M
,ZIPA'(Xk+1=j|Xk=i) =1
J.—.
Si le bruit d'observation est additif, et indépendant de I'état,
la matrice de covariance Rp du bruit, est estimée par la relation:

N N
n§0 LA(xn=j|Y()) ()’n'h(xn=j))T &n-h(xn=}))
R
b

N ~ (15)
T LaGusilyg)

ol h(xp, ) est la contribution de I'état x,=j & I'observation yp,.
Ce parametre est estimé par la relation:
. N
n§0 LA(xn=jlyg) ¥n

hOws)) = v 16)
n§0 La(xa=jlyg)

L'ensemble des parametres du modele est réestimé par des
moyennes au sens de CESARO. II faut réaliser plusieurs fois
I'ensemble des opérations de lissage non-linéaire et de

réestimation des parametres avant d'obtenir une distance entre
les modeles A et A’ suffisamment petite.

Nous proposons un algorithme récursif d'estimation des
parametre d'une chaine de Markov, en remplagant dans
T'algorithme itératif les probabilités conditionnelles & toute

I'observation y; par celles conditionnelles au passé yrll.

ALGORITHME RECURSIF:

On se place dans le cas de la machine-de MOORE. La
probabilité a posteriori de I'état x, 2 l'instant n,
conditionnellement 2 I'observation yg est définie par la fonction

directe ou filtre GAn(xn=jlyg) 2 partir du filtre calculé 2 I'instant

précédent et de la loi conditionnelle du couple (Xp.yn) calculée
pour les parametres estimés du modle 2 l'instant n:

OAn-1(=]1Yp) an
M . . . h-1

= _ZIPAn-l(Xn=J|Xn-1=l)-Pm1()’n'xn) OAn-2(Xn-1=ilyg ) /norm
1=

norm est un facteur de normalisation tel que:

M
PREES vp =1

cAn(xnzjiyg) est une probabilité, ceci simplifie I'écriture des

formules d'estimation qui vont suivre.
Estimation de la contribution de I'état:
Si le bruit est additif, centré, I'observation est déterminée par:
Yn=h(Xp) +bn @19)
A(j) représente le parametre h(xp=j) que l'on cherche 2
estimer. L'algorithme récursif. pour A; est le suivant:

. [UAml(Xn:j'YJ(b

M) = Anr O+ g\ —pgy

pour j=1,...M ol p(j) = P(xa=j).

Le systtme considéré est 2 dynamique markovienne, contrdlé
par un vecteur de paramdtres Aq ([5] et [6]).

Yo - An1(d) ] (20)

L'équation différentielle moyenne O.D.E.. associée est
définie par:
OAa=]IY() Ya
A =E{ BT () S }- AQ) €3y
o l'espérence mathématique est prise par rapport 2 la loi
asymptotique du vecteur ( Xn+1, oA(xn=jlY3) +¥n )

La limite de 'E.D.M. permet de déterminer le point de
convergence A*(j) de l'algorithme.

soit:

lim ol

n—seo Bl OA*(n=j1Y()-¥n }
AXQG) = 1.7¢)) (22)
Si A*(j) = h(j); on peut exprimer I'espérance mathématique:
e so0 EL OA* (5a=51Y () Y ) @3)

On &: Gp» (Ra=jIY )= Pa=ilyg) = E{Lxnilyg)

ol 1xn=j est la fonction indicatrice de I'événement {xn=j}.
or,
E{P(xn=jlyQ) ¥n} =E { E{lxn=jlyg) ¥n}

=E{ lxn=j -yn} = E{ E{ yn Xn=j} -1xn=j})}

= E{ h(xa=j) - Lxn=j )= h(n=j) . P(xa=)

soit A*(j) = h(j) (24)

Le point h(j) est bien la solution asymptotique de I'équation
différentielle moyenne. Si l'algorithme converge, alors il
converge vers la vraie valeur du parametre.

Estimation des probabilités conjointes:

L'estimation récursive des probabilités conjointes est réalisée
par la relation:

Aa(ig) = @5
Av1G) +E (OAn1(a-1=ixa=iY0) - AnciCi))

oll Ay(ij) = représente la valeur estimée 2 I'instant n de la
probabilité conjointe et p(i,j) 1a vraie valeur du paramtre.

OAn-10tn-1=1Xa=]lyQ) = 6)
OAn- 200171y PAn-1(n=j/Xn=1) P An-1(nln=j)/Norm

od norme est un facteur de normalisation tel que:
MM

3 3 Oan1(a1=ixa=ilyp) =1

i=l j=1

Les parametres h(i) et P(i,j) sont des solutions asymptotiques
de I'équation différentielle moyenne associée aux estimateurs
récursifs. Si ces estimateurs convergent, alors ils convergent
vers les vraies valeurs des paramatres. Il reste bien évidement &
démontrer que '0.D.E. est asymptotiquement stable.

Nous allons montrer sur un exemple simple que 'algorithme
proposé converge. Il est plus performant qu'un algorithme a

rotanr de d&rician nonr de faihlec rannart cional A hmit
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EXAMPLE:

Nous considérons un systdme de transmission binaire. Soit
{ap, ne[1,N]} une suite de variables aléatoires indépendantes,
identiquement disiribuées 2 valeurs dans l'ensemble {A,B} de
valeurs inconnues avec A>B et équidistribuées, transmise sur
un canal 2 bruit additif blanc gaussien.de variance 62 connue.
L'équation d'observation est:

Yn= ant b
I'équation d'état est:

Xn+1= an

La matrice des probabilités de transition est: P=122 (] | )

@n

L'estimation de la probabilité a posteriori de I'état xp 2
Tinstant n est donné par:

PanCia=AnlY]) = P o i 2)
soit:

exp(-Yn-An?)
PAn(n=Anly}) = 2 ~29)

_ 2 .
exp(-QAn) | exp(-FnBu))
202 202

Les équations d'estimation récursives des amplitudes Apet By
sont:

An=Ant+ %0 (2PAn0a=An1lyD - Yo -Ant)  (30)

Bn= Bn.1 +% (2PBa(n=Bn-11y]) - ¥n -Bn-1)

Yn est une suite de termes décroissants en 1/n ou de
constantes petites et 1/P(xp=A) = 1/P(xy=B) = 2

La figure (1) permet de comparer la moyenne de I'estimation
du paramdtre A, pour des valeurs réelles Ag= - Bg=1, des
valeurs intitiales Aj=-B;= 2 et 0.5 pour une variance de bruit
additf o2=1 connue. ,

L'algorithme proposé est comparé & I'algorithme 2 retour de
décision décision qui s'exprime par:

Siyn> 2Bl sors Ay= Ant 4 On -Ant) (1)

Siyn <2201 alors By =Byi+1a. On Bo)

L'algorithme proposé est sans biais et converge un peu plus
rapidement que l'algorithme 2 décision dans la boucle. Pour

un bon rapport signal sur bruit, les deux algorithmes sont
équivalents.

CONCLUSION:

L'algorithme itératif E.M., nous a permit de construire un
algorithme récursif d'identification d'une équation
d'observation non-linéaire et d'une matrice de probabilité
conjointe, qui utilise les lois conditionnelles de 1'état du modele
estimées jusqu'a l'instant n.
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figure 1: estimation de la valeur A



