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RESUME

Le probléme de I'estimation de I'amplitude d'un signal apparait dans de nombreuses questions de traitement du signal comme, par
exemple, 1a modulation d'amplitude en communications. Le calcul de I'estimateur du maximum de vraisemblance, qui est en général
une fonction non linéaire de 'observation, est souvent impossible par manque de connaissance de la densité de probabilité du bruit.
On se contente alors souvent d'un estimateur linéaire  biais nul et variance minimum dont le calcul ne nécessite que la connaissance
de 1a matrice de covariance du bruit. Le but de cet article consiste & montrer que la recherche d'estimateurs non linéaires a biais nul et
variance minimum peut également se faire quand on connait des moments d'ordre supérieur du bruit. Mettant l'estimateur optimal
sous forme de filtre de Volterra d'ordre v, on établit les équations permettant de déterminer le filtre. Ces équations sont résolues dans
quelques cas particuliers montrant I'intérét de la méthode.

ABSTRACT

The problem of estimating the amplitude of a signal appears in many aspects of signal processing such as, for example,
amplitude modulation in communication theory. The calculation of the maximum likelihood estimator is often impossible because
of lack of knowledge conceming the probability distribution of the noise. It is sometimes sufficient to use a linear estimator
without bias and with minimum variance. Its calculation needs only knowledge of the correlation matrix of the noise. In this paper
we want to show that it is possible to use a non linear estimator without bias and with minimum variance as soon as some higher
order moments of the noise are known. Using the structure of a Volterra filter we give the equations allowing the determination of
the optimum filter. These equations are solved in some particular cases in order to show the interest of the method.

1. INTRODUCTION 2. ENONCE DU PROBLEME

Depuis de nombreuses années on a ressenti le besoin de Considérons le modgle de base décrit par 'équation
s'affranchir des méthodes linéaires et des modeles gaussiens
pour aborder les problémes de traitement du signal. Plus ré-
cemment on s'est beaucoup intéressé & I'usage des moments
d'ordre supérieur 2 deux et de nombreux articles, qu'il serait fas-
tidieux de citer, ont abordé des problémes classiques a l'aide de
ces moments. Ceci s'est manifesté par exemple en analyse

spectrale, oli le concept de bispectre commence a devenir popu-

x=as+b 2.1)

ol a est I'amplitude inconnue d'un signal déterministe s et b un
bruit perturbateur. Le probléme consiste & déterminer
I'amplitude inconnue a a partir de 'observation x. Dans toute la
suite x, s et b sont des vecteurs de R et de plus b est aléa-
toire et centré. Il en résulte que x est aléatoire et de moyenne

laire, mais aussi dans des problémes d'identification ou de dé-
convolution. Enfin 'usage de systéme linéaires-quadratiques, ou
méme d'ordre plus élevé, commence 2 étre entrevu dans des
problémes de détection, d'estimation ou de traitement spatial du
signal. Le but de cette communication consiste & indiquer
T'intérét de telles méthodes dans le probleme plus particulier de
I'estimation de 'amplitude d'un signal. Celui-ci se rencontre
dans de nombreuses applications telles par exemple que les
communications avec modulation d'amplitude. Nous com-
mencerons par rappeler les solutions classiques [1] avant
d'aborder la présentation d'une méthode fondée sur l'usage de
moments d'ordre supérieur.

inconnue a s.

Lorsque les propriétés statistiques de b sont enti¢rement
connues, on peut appliquer 1a méthode du maximum de vrai-
semblance. On obtient ainsi un estimateur an.(x) qui est en gé-
néral une fonction non linéaire de I'observation. Ainsi, bien que
le modele posé au départ soit linéaire, il n'y a aucune raison
pour que les estimateurs de a & partir de l'observation x soient
aussi linéaires.

Lorsque seuls les moments du second ordre sont connus on
peut supposer une structure linéaire a I'estimateur, soit

ap(x)=h'x 2.2)
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et déterminer le vecteur & donnant un estimateur sans biais et a
variance minimale. La solution trouvée s'écrit alors

ap(x) = (sTR-1s)1 sTR-1x 2.3)

ol R est la matrice de covariance du bruit, soit R = E [bbT]. Le
dernier terme de (2.3) a la forme du filtre adapté, bien connu en
détection[2].

Comme l'estimateur optimal, par exemple sans biais et 2
variance minimale, n'a aucune raison d'étre linéaire en x, on
peut compliquer la forme (2.2) en y ajoutant un terme quadra-
tique. Plus précisément la forme générale de l'estimateur li-
néaire-quadratique (LQ) s'écrit

apo(x) = c + htx + xT™Mx 24

ol ¢, h et M sont respectivement une constante, un vecteur de
R¥ et une matrice carrée symétrique N x N. Le probléme con-
siste & déterminer ces trois quantités de sorte que aig(x) soit un
estimateur sans biais et & variance minimum. On voit aisément
qu'en raison du terme quadratique le calcul de la variance requiert
la connaissance des moments du quatriéme ordre de x.

11 est clair que (2.4) apparait comme le début d'un dévelop-
pement qui peut étre poursuivi. Ce développement introduit en
fait une structure de type Volterra, et si on le poursuit jusqu'a
I'ordre v on obtient un filtre de Volterra d'ordre v. L'écriture ex-
plicite d'un tel développement sous la forme (2.4) est assez
complexe, mais peut se simplifier en notant que aL(x) est une
fonction non linéaire de I'observation mais linéaire par rapport
aux parametres c, k et M. Cette remarque s'étend a l'ordre v et
I'estimateur correspondant peut étre écrit sous la forme

a,(xy=c+<hlX> 2.5)

ol le vecteur généralisé |> contient tous les paramétres du fil-
tre alors que le vecteur IX> contient des termes faisant inter-
venir des produits de composantes de x, ces produits ne pou-
vant dépasser v termes. Ainsi dans (2.4) les termes de degré le
plus €élevé sont du type xx;. Il en résulte que la variance de
a,(x) s'exprime 2 l'aide de moments jusqu'a l'ordre 2v des com-
posantes du vecteur observation.

3. SOLUTION DU PROBLEME

La sortie d'un filtre de Volterra d'ordre v dont I'entrée est le
vecteur x peut étre écrite y(x) = ¢ + < k| X>, comme en (2.5).
Pour v = 2 on obtient une forme telle que (2.4) qui est une
somme de 3 termes. En général Ia sortie se présente comme
une somme de v + 1 termes. Le terme non constant d'ordre ¢ (1
< g £v) est lui aussi une somme de termes du type

tliy, iy Bg) = Rliy igens £] x[i] x[ig).. x[3]  (3.1)

ot les indices i; sont des entiers compris entre 1 et N. Pour ¢ =
2, on retrouve le terme général du développement de xTMx.
L'espace contenant tous les vecteurs lA> est dénommé R¥(v),
etil est clair que R¥(1) = RV,

On peut appliquer aux vecteurs IX> toutes les méthodes
applicables aux vecteurs ordinaires de R¥. En particulier un
opérateur linéaire X transforme un vecteur lA> en un autre Ig>.
De méme le concept d'opérateur inverse, symétrique, défini non
négatif s'étend sans peine. Enfin, le produit scalaire <f lg> de
deux vecteurs se définit sans difficulté par une extension directe
de ce qui se passe dans RY. Ainsi dans le cas linéaire-quadra-
tique le produit scalaire de 1k, M> par k', M"> s'écrit

<h, MR, M'>= hik; +Y MMy (32)

Ce produit scalaire permet de définir des opérateurs de rang
1, ou dyadiques, du type K = {i><Al, qui sont évidemment sy-
métriques et définis non négatifs.

De méme on peut appliquer au vecteur IX> toutes les mé-
thodes valables pour les vecteurs aléatoires de RY: Lorsque x
est aléatoire, le vecteur [X> l'est aussi et il contient des termes
du type x[i;1x[iz]...x[i,]. On peut alors définir sa moyenne et
son opérateur de covariance par

Im> = E[IX>] ; K = E[IX><X1] -~ Im><m| (3.3)

L'opérateur K est symétrique et défini non négatif. Nous
admettrons dans toute la suite qu'il n'a aucune valeur propre
nulle, c'est a dire qu'il est défini positif. Il convient de rappeler
que la connaissance de K nécessite celle des moments du vec-
teur x jusqu'a l'ordre 2v.

Pour déterminer l'estimateur optimal a,(x) il faut calculer
la moyenne et la variance de la sortie d'un filtre de Volterra
d'ordre v écrite sous la forme y(x) = ¢ + <h IX>. La moyenne
s'écrit

E(y) = ¢ + <hlm> 3.4)

ol In> est le vecteur E [IX>]. Partant de la structure apparais-
sant dans (2.1), la moyenne |n> peut se mettre sous la forme

Im> = Img> + almy> + a?lmy> +... + a'lm,>  (3.5)

Le vecteur Img> ne dépend que des moments jusqu'a l'ordre
v de b, comme on le voit en faisant ¢ = 0. Par contre, les
autres vecteurs In;> dépendent en général du signal et du bruit,
a cause des termes d'interférences non linéaires. Pour fixer les
idées examinons le cas particulier ou v = 2, qui correspond aux
systémes linéaires-quadratiques du type (2.4). Comme le vec-
teur IX> peut s'écrire Ix;, xx>, on déduit de (2.1) que

lmg>= 10, 3> ; Imy> = ls;, 0> ; Imy> =10, 55> (3.6)

ol v; = E (b;b)). Le vecteur Im;> ne dépend pas du bruit parce
que la moyenne des termes du type s;b; est nulle, le bruit étant
centré,

Un estimateur est sans biais si E(y) = a, quelle que soit la
valeur de a. Ceci impose au vecteur 4> de satisfaire les condi-
tions

<hlmy> =1 (3.7



<hlm>=0,2<i<v 3.8)
et la constante ¢ doit &tre telle que
¢ '=—<hlmyp> (39

Les relations (3.8) signifient que 14> appartient au sous-espace
§ orthogonal aux vecteurs Im;>, 2 < i < v. En conséquence il
faut chercher le vecteur de § satisfaisant (3.7) et rendant mini-
mum la variance de y.

En raison des termes d'interférence, cette variance dépend de
a que I'on cherche 2 estimer. On calculera donc cette variance
pour a = 0, c'est a dire en absence de signal. Cette méthode est
exactement celle utilisée en détection lorsqu'on introduit le cri-
tére de déflexion [3]. Il est clair que cette situation est une
conséquence du caractére non linéaire de l'estimateur car pour v
= 1, c'est-a-dire pour (2.2), la variance est indépendante du
signal. Dans ces conditions, la variance de y peut s'écrire

V(y) = <kl K| h> (3.10)

ol K est I'opérateur covariance défini par (3.3) dans lequel Im>
est remplacée par Ime>, moyenne de [X> quand a = 0.

En conclusion l'estimateur sans biai§ et & variance mini-
male recherché est caractérisé par le vecteur 12> élément de S,
satisfaisant (3.7) et rendant minimum (3.10).

4. CALCUL DE L'ESTIMATEUR OPTIMAL

Nous allons donner le principe du calcul de la solution, le
calcul détaillé devant paraitre sous une autre forme [4]. Il s'agit
donc de trouver le vecteur |h> élément de S, tel que <h lmy> =
1 et rendant minimum <AlKlh>, oli K est un opérateur symé-
trique défini positif. L'espace R¥(v) des vecteurs 4> a été muni
du produit scalaire standard, extension de (3.2) valable pour v =
2. Mais comme K est symétrique et défini positif, on peut in-
troduire un autre produit scalaire de vecteurs de R¥(v) défini par

<ul vogp = <ul Kl v> 4.1

Le sous-espace S défini par les équations (3.8) est mainte-
nant défini par

<hlKK-Um> =<hl Kl y>=0 4.2)

ot Klu;> = m;. C'est donc le sous-espace K-orthogonal aux
vecteurs lu;>, 2 < i <v. Appelons Pgx le projecteur K-ortho-
gonal sur ce sous-espace. 1l permet d'associer a tout vecteur la>
de RN(v) sa projection Pggla> = lag> définie par le principe
d'orthogonalité

la>—lag> L § @3)

l'orthogonalité étant liée au produit scalaire (4.1). Par ailleurs
1a contrainte (3.7) peut s'écrire

<hlK K lm> =1 4.4
soit

<hlp>g=1, lp>=Klm>. (4.5)

Appliquant le théoréme de projection au vecteur lu;>, nous
pouvons écrire

> = lys > + 1y 5> 4.6)

ol lu;g> et | py, ¢> sont orthogonaux et lu;s> est défini par
(4.3). Comme le vecteur |#> appartient & S, il satisfait

|h> = Pgglh> 4.7
et il résulte de (4.5) et (4.6) que 1a contrainte (3.7) devient
<h|#1s>1< =1 (48)
On peut alors appliquer l'inégalité de Schwarz qui donne
1= l<h|[lls>K|2 < <h”’2>K <Uig |#1S>K (49)
I'égalité étant atteinte pour 1h> = Iy g>.
Reprenant alors la définition de <#lh>g par (4.1) nous dé-
duisons que

<hiKlh> > <pyglKT pyg>t.

Appliquani maintenant la condition (3.7), nous déduisons que
le vecteur cherché peut s'écrire

lhg> = <pys 1Kl p36>71 lugs> 4.1)
et la valeur minimum de la variance de <AlX> vaut
Vo= <ms Kl pyg>71 4.12)

En conclusion l'estimateur sans biais quel que soit a et &
variance minimale pour a = 0 s'écrit

av(x) =Cc+ <l ¢! ulS>—1 <tis IX> (4.13)
avec
s> = Psed 1y > (4.14)
| m>= K_l | nmy> (4.15)
c=-< His Xl His >_1 <5 |m0> (4.16)

5. EXEMPLES D'APPLICATION

5.1 Cas linéaire

Ceci correspond au filtrage de Volterra d'ordre 1, ou au fil-
trage linéaire. Comme R¥(1) = RN(v), les vecteurs 15> peu-
vent &tre notés comme ceux de RY, soit k. Par ailleurs on a

m=E(x) =as (5.1)
et les vecteurs myq ¢t m; valent

my=0;m; =g (5.2)
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Ce sont le seuls vecteurs a considérer dans le développement
(3.5), puisque v = 1. On a donc d'apres (4.5)

p=R"s _ (3

ol R est la matrice de covariance apparaissant dans (2.3). En-
fin, on note que d'apres (4.16), ¢ = 0 puisque que my = 0. Enfin
comme tous les vecteurs m; apparaissant dans (3.8) sont nuls,
il en est de méme pour les vecteurs y; de (4.2), et il en résulte
que le sous-espace § est confondu avec R¥. Combinant tout
ceci on voit que pour v = 1, a, (x) donné par (4.13) est égal 2
l'estimateur linéaire a.(x) donné par (2.3).

5.2 Cas linéaire-quadratique

Ceci correspond 2 v = 2 et le développement (3.5) introduit
maintenant 3 vecteurs lmg>, Im> et Im,>. Ces vecteurs de
R¥(2) peuvent &tre écrits comme dans (3.2) et se composent
donc d'un vecteur de R¥ et d'une matrice carrée symétrique N X
N. Comme le vecteur IX> s'écrit lx, xxT>, on obtient
immédiatement 2 partir de (3.5)

Ime> =10, R>; Im> = 1s, 0> ; Imy> = 10, ssT> (5.4)
11 s'agit maintenant de déterminer le vecteur Iy, g> définis-
sant lho> par (4.11). Comme le sous-espace S est simplement

le sous-espace orthogonal a Iy, >, on peut appliquer le théoréme
de projection a It;> sous la forme

> =alu>+ o> (5.5)
ol luy> et luyg> sont orthogonaux. Ceci détermine ¢ par
o= <y IKu>/<p, 1Kl > (5.6)

En raison de la définition des lu> & partir des lm;>, ceci

donne
a = <myli>/<myluy> 5.7 .

La connaissance de o détermine donc it ¢> en fonction de
lt> et lup>. Le coefficient apparaissant dans (4.11) s'en déduit
aisément et peut se mettre sous la forme

&= <y slKlpy >
= <mylpy> — <mylu>2/<molu,> (5.8)

Enfin le coefficient ¢ donné par (4.16) peut s'écrire
c=—d<my| ;> 59

A l'aide de ces quantités l'estimateur optimal linéaire-qua-
dratique prend la forme

arg (x) = d2 [~ <mg lu> + <y IX> ~ a <1pIX>]  (5.10)

oll d% est donné par (5.8) et a par (5.7). Enfin sa variance, mi-
nimum de (3.10), vaut

V,=d? (5.11)

Les vecteurs Iy> correspondants dépendent de la structure
de l'opérateur K défini par (3.3). Nous allons donc examiner
quelques cas de tels opérateurs permettant d'achever le calcul.

a. Cas gaussien

11 est bien connu que les moments d'ordre quatre d'un vec-
teur aléatoire gaussien peuvent s'exprimer en fonction de ceux
d'ordre deux. En particulier lorsque le vecteur est centré, tous
les moments d'ordre impair sont nuls. Dans notre cas particu-
lier se limitant & I'ordre 3 ceci entraine que les équations déter-
minant le vecteur et la matrice de > et lu;> sont découplés
[5]. Utilisant alors (5.4) et la méthode détaillée dans [5] on ob-
tient

it> = IR ts, 0> (5.12)

Ity>=10, (1/2) R—1ssTR-1> (5.13)

On voit donc que <m;luy> =0, et dong il résulte de (5.7)
que & = 0. Ceci signifie que Ic vecteur 1i,> est proportionnel
luy> et donc que l'estimateur ay o(x) correspondant est simple-
ment linéaire. On retrouve ainsi un fait bien connu, que dans le
cas gaussien l'estimateur optimal est linéaire.

b. Bruit a moment d'ordre 3 nul

Si les moments du type E(b; b; by) sont nuls, les équations
déterminant les éléments de lu> se découplent, et on a donc

d'aprés (5.4)

1> = IR 1s, 0> ; lup>= 10, M> (5.14)
ot M dépend des moments du guatrigme ordre de 4. Ceci en-
traine qu'on a toujours o = 0, et l'estimateur optimal est li-
néaire. On voit ainsi qu'une non linéarité dans un estimateur
linéaire-quadratique ne peut apparaitre que si les moments du
troisiéme ordre ne sont pas nuls. Ceci est 4 rapprocher d'un ré-
sultat similaire obtenu dans [6].

¢. Bruit blanc d'ordre 4

Ce modele de bruit a été introduit en [5] et ne dépend que de
3 paramétres m;, ms et ms, moments d'ordre deux a quatre des
composantes de x. Le calcul détaillé dépasse le cadre réduit de
cet exposé, mais met bien en évidence le role du moment ma
dans la structure et les performances de l'estimateur optimal.
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