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RESUME

La prédiction & un pas d'un processus aléatoire discret utilisant un filirage de
Volterra discret linéaire-quadratique d'ordre fini de son passé est considérée. Lo
processus envisagé est & valeurs réelles et de moments finis jusqu'au quairiéme
ordre. L’approche proposée est fondée sur un cadre de travail totalement
nouveau, introduisant ia notion de vecteur observation linéaire-quadratique, qui
tient totalement compte des spécificités du filtrage quadratique, en particulier, de
1a redondasce qu'il introduit habituellement. Ce cadre conduit 4 une dérivation
des équations normales étendues trés proche du cas linéaire. De la méme mani2re,
il met en évidence le role de couplage joué par les moments du troisieme ordre. Ii
est prouvé qu'ua filtrage quadratique améliore toujours les performances d'un
prédicteur linéaire, dés que le processus sous jacent n'est pas gaussien. Une avire
utilisation importante de ce cadre réside dans {a recherche d'une récursivité sor
Vordre du meilleur préedictesr lineaire-quadratique. Cette récursivilé conduit
¢lendre l'algorithme de Levinson. Bien que débouchast sur uwpe méthode
d’orthogonalisation classique, 1'algorithme obtenu présente des caractéristiques
nouvelles enrelation avec le filtrage treillis multidimensionnel et les équaiions de
Chandrasekhar. Pour finir, une mesure, liée au rang de déplacement d'unme
matrice, de la stationnarité d'un processus jusqu'au quairiéme ordre cst
introduite.

SUMMARY

The problem of predicting a sample drawn from a discrete real valued zero
mean process, with finite moments up to the fourth order, using a discrete
Volterra linear-quadratic filtering of its past is considered. The derivation is
based on a completely new framework, based on linear-quadratic spaces, which
takes into accoant properly the contribution of quadratic observations and their
redundancy. Relying on this framework, we present the extended Nermal
Equation in a fashion very close to the linear. We show how the third order
moments introduce a coupling between linear and quadratic terms. Moreover,
we justify how we always improve the performance of a linear predicior by
adding a quadratic filtering as soon as the underlying process is non gaussian.
In keeping with this idea, we give an interesting interpretation, as a quadratic
form, of the amount by which the improvement ts gained. In order to derive an
order recursive solution of linear-quadratic problem, we extend the classicai
Levinson algorithm, in the case of a stationary process up to the fourth order.
As a matter of fact, because of the contribution of quadratic observations, we
still obtain an orthogonalization procedare but with new features related to the
Chandrasekhar equations and multidimensional lattice filtering.
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1. INTRODUCTION

Les approches recentes proposees en traitement du signal non
Linearre constslent, pour beaucoup. & rouver des filtres
lineaires-quadratiques discrets optimaux enmoyennequadratique.
{1}, {23. [3). [4). souvent sous des hypotheses restrictives
concernant la non linearite comme un filtrage lineaire suivi d'une
guadratton. {1}, ou encore supposant les donnees Gausstennes.
|41, 1l existe peu d'articles s'ecartant du cadre Gaussien La
reference [2] donne les équations du filire linéaire-quadratique
optimal pour nimporte quel processus aleatoire reel pourvu que
ses moments soicnt finis jusqu'au quatrieme ordre. La reference
3] etend ces resultats au cas complexe. Btenque les presentations
de {2] et [3] permettent d éviter I'hypothese Gaussiense, elles
s averent 1nutilisables si I'on desire introduire une recursivite sur
lordre du filre oplumise ou emcore écrire explicitement un
operateur dvaoique lineaire-quadratique. ecriture qui esta ia base
de | obtention des algorithmes des moindres catres recursits, daas
le cas hneare. Pour finir. ces deux approches ne riennenl pas
sompte & une torte redondance inhérente au filtrage quadratique.
Une recursivite temporelle. fondee sur la methode du gradient
stochastique. est iniroduite dans [S). [6). mais toujours sous
I'hypothese Gausstenne cequi rejette une utilisation en presence de
moments du troisiéme ordre, comme cest parfois le cas en
acoustque sous marine, [7). En dernier lieu. une forme
dexienston de lalgorithme de Lewinson au  Ditrage
lineaire-quadratique est presentee dans [8], mats la procedure
retenye ne fait pas appel directement aux donnees, comime dans le
cas lmeatre, mats pluiot a un espace de matrices. deduites des
donnves. par un endomorphisme. Par consequent. l'algorithme
tinai ' est pasutilisabledirectement.

Les objectts de cet article sont 4 classer en deux categories. La
premiere vise 2 wniroduire un cadre de travail nouveau el tres
gencral concernant le fltrage lineaire-quadratique discret,
susceptible d étre utilise dans de nombreux domaines . aussi
factlement que le filtrage lhinéaire. La seconde s'imieresse a
1 apptication de tels outils a1'étude théorique d'une recursivite sur
I'ordre dupredicteur lineaire-quadratiqueoptimal. Cetterécursivite
aott ge plus conduire 2 une extension de I'algorithme de Levinson
utilisani directement les donnees et par conséquent. trés proche du
cas classique. L approche proposee ict est donc fout a fait
dittereate de celle dispontble dans [B]. Dans la mesure ou
t implementanon efticace de filtres lineaires-quadratiques est
desormats un sujer de preoccupatton  courant. {9). il parait
indispensable de consacrer du temps a I'etablissement de bases
theoriques pour le filirage non linéaire discret optimal et
sdaptatif Cetarticle peut etre envisage comme une contributiona
ce genre de travauy, ou la récursivite considéree est relative a
| ordre dufiltre lineatre-quadratique. Larécursivitétemporelletera,
¢ atlleurs. I'objet d'un autre article. Les notations, les différentes
representations des filtres lineaires-quadratiques etleurs proprietes
statistiques seront détaullees dans un prochain article. Detels outils
permettent d appliquer le principe dorthogonalite au probleme de
prédiction linéaire-quadratique et d'obtemr ainsi les
é¢quations normales étendues pour tout processus aleatoire
reel de moments fints jusqu'au quatrieme ordre.

La resolution du probleme connexe de prediction Ig sous
contrainte est l'occasion de montrer que, si les moments du
trotsiéme ordre sont non tous nuls, l'introduction d'un filtrage
quadratique améliore nécessairement les performances du
predicteur lineare. Comme dans le caslineéaire, larecherche d'une
recursivite sur {'ordre se fuit par orthogonalisation del'espace
Obsmfzulon adequat. Celle ci s'obtient ici en résolvant un autre
probleme connexe assimilé 4 une prédiction vectorielle
linéaire-quadratique a rebours. La recursion finale met en
oeuvre un filtre treillis multidimensionnel différent, par
beaucoup d'aspects, des filtres treillis du filtrage linéaire
muludimensionnel. Celienavec laprédiction vectorietleestd' autre
part I'occasion d'introduire une mesure de la stationnarité d'un
processus jusqu'au quatriéme ordre en généralisant lu notion de
rang de déplacement d'une matrice, [10].

2. PRINCIPALES NOTATIONS et ABREVIATIONS
UTILISEES '

(1) vecteurobservationlineaire-quadratiqueelementaire.
volge, detaillej+1

by (1) vecteuréterministelinéaire-quadratiquetlémentaire,
vdlqe, detailles+1

Cyy(1,j)matrice de covatiance de volqe, detaifle [i+1. j+1]

Xy4plt-1) vecteur observation lineaire-quadratique, volq, d'ordre P
detaille P(P+3)/2

byp vecteur deterministe lineaire-quadratique, vdlq. d'ordre P
detailleP(P+3)72

C,p malrice de covariance blac linéaire-quadratique de volq,
detaille (P(P+3)/2, P(P+3)/2] susceptible d'étre
partitionnée enPZ sous matrices

fip  vdiqintervenantdansle meilleurpredicteur
lineaire-quadratique, plq, d'ordre P

¢hep  variance del'innovation du meilleur plq future d'ordre P

3. FILTRES de YOLTERRA
LINEAIRES-QUADRATIQUESDISCRETS

3.1. Deéfinition

Si ®(t-1) représente yn vecteur observation finissamt 4 I'instam
t-1 et dont les composantes sont extraites d'un processus aléatoire
discret réel, nous définissons un filtrage de Vollerra discret
lin¢atre-quadratique  flq, dex(t-1) par

figtt-1) = b + hbxqt-1) + xHe-1)Hx(-1) (1

_ ou b est un vecteur, H une matrice et ou t designe [a variable
discréte "temps”, élément de I'ensemble des refatifs, Z. Si de plus
P représente Ja taille du vecteur observation on abtient, compte
tenu de xt(t-13 ={ x(t-1) . x{t-P)],

P PP
figte-ly=h+ Z hiim(t-1) + sz(_t—l)ﬂ (E8 ] 4] 2}

i=1 i=1j=1

ou h(i) et x(t-i) sont respectivement les composantes de h et
x(t-1). H(i.j) est fe terme de H situé 4 l'intersection de la ligne de
rang i et de la colonne de rang j. Les filtres définis par (2)
s'interpretent eventuellement comme des développements de
Volterra infinis, (forsqu'il existent, [11]), tronques, de fonctions
non linéaires du vecteur observation comme le Rapport de
Vraisemblance en détection, ou encore la Régression en
estimation. Cetteinterprétationdoitcependant étreconsidéréeavec
beaucoup de réserves dans la mesure ou, en général. un
developpement de Volterra n'est pas un développement
statistiquement  orthogonal. Deux termes différents du
developpement sont, en effet, rarement orthogonaux, {11]. Par
conséquent, la troncature d'uie seérie infinie de Volterra ne
represente en rien ['opération de projection orthogonale que
requiett la recherche d'une optimalité en moyenne quadratique.
[12]. Il est a nater, d'autre part, que les observations x(t-1)x(t-j)
avec j variant de | 21, ne portent pas d'autres informations que
celles contenues dans les observations x(t-1)x(t-j) avec j variant de i
jusqu'a P, lorsque i prend toute valeur entre 1 et P. De plus, dans
lamesure ouil est possible de montrer, [2], que lefiltre optimal en
moyenne quadratique est nécessairement caractérise par une
matrice i symérrique dans le cas réef, if n'y a aucune raison de
canserver des termes redondants dans (2). Par conséquent, sans
perte de genéralité, nous ne manipulerons, dans fa suite, que fa
partie symetrique des flq, (2), notés flgs et appelés filtres
symétriques. Cette restriction est d'ailleursfaitetres souvent, [8)].

3.2 filtres symétriques
Pour les raisons évoquées ci-dessus, nous considérons
uniquement dans {a suite fesfiltres de laforme ci-dessous

P

14 i
sflqp(t—l): h+ zh(i)x(t—i) + zz -HHE Hx (- 3
i=1 1=tj=1

11 est interessant de noter que si la taille de la partie linéaire est
fixee a P. tout flgs défini par (3) dépend de P(P+3)/2 paramétres
indépendants. Nous n'avons pas teny compte ici de la contribution
du scalaire b qui est fonction des autres parametres, dans la
pratique. afinde respecter certaines contraintes sur lefiltre comme
1'absence de biais, si le filtre est utilisé dans comme estimateur.
Nous nous intéresserons dans la suite 4 la détermination des
(P+1)(P+4)/2 paramétres optimaux du filtre d'ordre P+1 en
fontion des P(P+3)/2 parametres du filtre optimal d'ordre P. Ceci
repose sur une forme plus appropriée de (3).

3.3. Représentation couplée d'un figs

L'idée de base consiste & étendre la notion de vecteur
observation, utilisée d'habitude dans un contexte linéaire. au
filtrage lineaire-quadratique. Il est possiblede réecrire (3) sousune
forme totalement analogue a la sortie d'un filtre linéaire en
introduisantdesvecteurslinéaires-quadratiquesélémentaires,



X4(t-1). detaille i+, qui contiennent en plus de x(t-i) toutes les
variables quadratiques construites 4 partir de x(t-i) et x(tj). j
variant entre 1 et i et un vecteur de pondération élémentaire Iq,
by (i) lui aussi de taitlei+1,

P
Sfipl-1)= b+ . Bl 6-0) @)
i=1

Une forme encore plus compacte de (3) est accessible. en tant
que produit scalaire Euclidien de deux vecteurset quis avereratres
utiledans lasuite

srqu(t' =h+ hthleqP(t' 1) (5)
4. PREDICTION FUTURE
LINEAIRE-QUADRATIQUE

4.1. Introduction

Le propos de ce paragraphe est d'utiliser ['information contemue
dans les quatre premiers moments d'un processus aléatoire discret
pour prédire un échantillon extrait de ce méme processus. Cette
démarche se justifie dans la mesure od, lorsque le processus n'est
pas Gaussien, le meilleur estimateur en moyenne quadratique d'un
¢chantillon en fonction d'un nombre fini d' échantillons
appartenant a son passé, n'a aucune raison d'étre une fonction
linéaire de ces observations. En fait, cet estimateur n'est autre que
{'espérance mathématique de la variable estimée conditionnée par
les observations. Par conséquent, chaque fuis que la structure
linéaire n'est pas optimale en termes d'estimation, onaura intérét 4
améliorer ses performances en tentant de se rapprocher de
V'optimrum, L utilisation des momentsjusqu'au quatriéme ordre est
une possibilite. Elle suppose l'introduction d'observations
quadratiques comme X(t-1)x(t-j) dans 'estimateur lui méme. La
question subsiste, quant au choix du moment le plus élevé retenu.
Quatre peut sembler arbitraire. Il s'agit enfait de['étape suivant le
linéaire et donc de la premiére venant 4 l'esprit. Cependant, si la
seule information disponible est la négation du caractére Gaussien
celtequestionest cruciale el encoretrésouverte.

4.2. Formulation du probléme

Nous recherchogs le meilleur estimateur de x(t), quel que soit
l'instant t, enfonction de son passé "linéaire-quadratique” jusqu'a
Uinstant t-P. Dans la suite, P représentera I'ordre du prédicteur
supposeé fixe. Nous supposerons également que le processus
étudié est 4 valeurs réelles et de moments finis jusqu‘au quatrieme
ordre. Cet estimateur §'écrit comme une combinatson linéaire des
elements de X'jp(t 1), Par conseéquent, nous recherchons un
vecteurtinéaire-quadratiqueg;,p qui rapproche le plus possible, au
sens des moindres carrés, | estimateur

Xigp(®)= - EhpX 1op(t-1) ®)

de x(t). Le prime signifie que le vecteur correspondant a une
valeur moyenne nulle. L'estimateur deéfini par (6) est ua figs
particulier de la forme (5) ob le scalaire h est égal a
8'gpE[Xygp(t-1)], afin de supprimer tout biais de (6).

4.3. Equations normales étendues

4.31. coaséquaeaces ds principe d ortbogonalité

Nous présentons ici |'équation donnant le meilleur vdlq, noté
fiqp. qui rapproche (6) fe ptus possible de x(t). Nous allons voir
que celte équation revét la méme formeque I'équation classique de
Yute-Walker. De plus, cette équation est, comme nous le verrons,
plus générale dans la mesure ov elle s'identifie 4 la classique
lorsque les moments du troisiéme ordre sont nuls. I est essentiel
de noter également que tous les résultats obtenus dans ce
paragraphe ne reposent sur aucune hypothése particuliére
concernant la stationnarité du processus ou sa densité de
probabilité. Si 0&,. désigne 1'espace vectoriel de variables
aléatoires, engendre par (6) lorsque g p prend n'importe quelle
valeur, alors, le meilleur estimateur linéaire-quadratique de x(t)
n'est autre que la projection orthogonale, au sens statistique, de
x(t) sur cet espace. Par conséquent, tout estimateur de la forme (6)
est orthogonat a 'innovation future linéaire-quadratique
ilgf, différenceentrex(t) etlemeilievrestimateur,

-f )
x ®=x®+f x (1) )
1qp 1P IgP

Ainsi. pourtout g;.p nous devons avorr

Ehpt ElXiplt- 1] + Hxygplt- Dmygpl(t-Difyp)= 0 (8)

Apreésquoi, (8) conduita

de | __{qom dqu[ 1 ] o)

0l | ap Cplhe

ou tﬂqp est la variance de (7). C’lqp fa matrice de covariance
linéaire-quadratique Ggp =E[x()xyp(t-1)], ¢(0,0) =Efx()x{t}}, et
ou finalement 0y p représente e vecteur nullinéaire-quadratiquede
tailleP(P+3)/2. La versatilite denos outils est miseici en évidence.
Formellement. !'equation {9). est tout a fait semblable aux
équations de Yule Walker du prédicteur fineaire. Cette similitude
ae doit pas cacher pour autant la complexite inherente a la
prediction linéaire-quadratique. Cyp est ume matnce bloc
[PP+3)2, P(P+3)2], qui peut ére patitionnée en P? sous
matrices ou interviennent les moments du deuxieme. troisieme et
quatrieme ordre. De la méme maniére, ¢p. defini ci-dessus. est
un vecteur bloc a P(P+3)/2 composantes qui peut aussi étre
partitionne en P sousvecteurs de taillei+1

q(i.0) = Efmg(-iyx(t)] (10

dont la k™ composante, [ey(i,0)), est egale 4 my(t-i.

t-(i-k+2), t), 51 2 < ks i+l et my(td, t) pour k=1. Nous
deduisons de (9) que si le processus n'est pas parfaitement
predictible ausenshineaire-quadratique, I'inverse de C p exasteet

fi0 = Cligpyyp (1)

€gp = ¢(0,0 - ¢,pCHiypeyg {12)

Des solutions d’equations semblables a (9) utilisees dans un
contexte de détection sont fournies dans les references [2] et |3)
pour différents environnements. Notre propos est autre ici,
puisqull s'agit de rechercher une recurstvite sur | ordre de la
solution optimale. Avant ceci, il convient d'etudier un peu plus en
détail la conteibution desmoments du troasiéme ordre gui josent un

réleprivilegie,

4.32. Réle joud par les moments du troisiéme ordre

11 serait 1ntéressant de réecrire (12) comme la somme de deux
termes, correspondant d'un coté a la contribution du filtrage
lineaire et de ! autre, 4 lacontribution duliltrage quadratique. Ceci
n'est pas possible cependant dans la mesure ou les moments du
tro1siéme ordre somt responsable d'un couplage entre les deux
types de filtrage. Un point semblable a déja été note dans la
reference | 2] mais dans un contexte de détection. Atinde detaslier
davantage ce couplage, il convient d'introduire la seconde
représentationdesflqs, encore appelée "representationdécoupliee”.
Cette représentation ne signifie pas que la matrice intervenant dans
(9) a été diagonalisée mais seulement que les contributions de la
partielinéaireet delapartiequadratiqueinterviennentseparément.

Il est donc important, 4 ce stade, de ne pas confondre le
découplage de 1a solution du probléme qui suppose, comme nous
1'avons dit, la nullité des moments du troisiéme ordre et le simple
découplage de la représentation, qui ne suppose rien sur les
moments, mais permet de voir séparement l'intervention du terme
linéaire et du terme quadratique dans la formulation du probleme.
Cette nuance est clairement mise en évidence sur la deuxieme
forme de (9)

de| |200) & & 1
% | & G Cp :P a3
O] | cg Gyr Cel-'¥

En effet, a1a différence de (9), les participations respectives du
filtrelineairefp, et dufiltre quadratique fpsont nettement separees.
Les matrices intervenant dans (13) sont explicitées dans la note
(A1.26). Nous déduisons de (13) que le couplage de la solution
optimale résulte de la matrice Cqpp qui contient seulement des

moments d'ordre trois. Si I'on suppose que les deux matrices Cp
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et Cp ne sont pas singuliéres on obtient une forme interessante
delavariancedel'innovationlineaire-quadratique,

E‘qu =glp - c"qPC'quch Yo - Myge (14)

ou

ghp = ¢(0 0) - ¢pC tpep

represente la variance de l'innovation linéaire qui interviendrait
en l'absence de moments du troisiéme ordre. Les deux derniers
termes sont des termes de couplage faisant intervenir des moments
d'ordre trois.

Yanp = €qpC 1 qpCyppRp[CypC 2 gpe,p - Cp] (15)

Tyigp S€ deduit de (15) en permutant feréle de q et | Rpand Ry
sont les deux matrices situees sur la diagonale principale de la
version partitionnée de C-1igp. O établit que les 3 derniers termes
de (14) apportent toujours une contribution négative au premier si
les moments dordre trois ne sont pas nuls. Cela signifie que le
filtrage quadratique améliore les performances de prédiction, des
que le processus sous jacent n'est pas gaussien. Ce résultat est
obtenu en resotvant un probléme connexe, celui de fa prédiction
linéaire-quadratique sous contraintes. Il est possible alors
de reecrire les trois derniers termes de (14) comme ['opposé d'une
forme quadratique, ce qui conduit naturellement au résultat
annonce.

4.4 Problémes reliés A la décomposition
orthogonale de I'espace observation servant 2 Ia
prédictionlinéaire-quadratiquedex(t)

Le meilleur estimateur de x(t) en fonction de son passeé
lineatre-quadratique jusqu'a l'instant t-P-1 n'est autre que la
projection orthogonale de x(t) sur I'espace X'igpar (-2

X igpat (1) = f X'gp(t-1) 5 X'y (t-P-1) } (24)

La formulation recursive ci-dessus signifie que la différence
deternmunante entre la mise 4 jour d'espaces observations hnéaires
et quadratiques vient du fait que dans le premier cas on ajoute un
scalaire alors que dans le second ua vecteur est nécessare. Cette
difficulte pourrait eventuellement étre atténuée en tentant d'etablir
un lien avec la mise 4 jour d'espaces observations impliqués dans
la prediction lineaire de processus vectoriels ou il est aussi
necessaire d'ajouter un vecteur plutét qu'un scalare. L'analogie
s‘arréte la cependant, car le vecteur intervenani dans (24) voit sa
taille reliee 21 ordre ce qu1 n'est pas du tout le cas de la prediction
vectorielle lineaire. Par conséquent, ce probleme necessite une
aitention toute particuliére et de mouvelles approches. Nous
verrons, en fait. que le "salut” vient d'une question connexe qu'it
convient  d'appeler prédiction linéaire-quadratique
vectorielle arebours.

4.5. Formulation récursive du
linéaire-quadratiquoptimal

Nous presentons dans ce paragraphe la formulation récursive,
suivant l'ordre, du meilleur predicteur hnéare-quadratique quand
on passe de 'ordre m 4 I'ordre m+1. It s'agit seulement ici d'une
formulation et non d'une récurston compléte qui nécessite, comme
nous le verrons, quelques étapes supplémentaires. Nous appelons

prédicteur

b
Tyt m-1)= X'y (t-m—1) - PROJ[X ot m- 1) X' (1)) (259)

Finmovation  rétrograde  d'ordre m  du  vecteur
linéaire-quadratiquex’yo(t-m-1). L'indice m indique qu'if faut m
vecteurs [q pour ecrire fa projection sur X'y, (t-1). Leb quanta fui
fait reférence a la narure rebours de la prediction, en ce sens que
les  vecteurs de X'qm(t-1) appartiennent au “futur
linéaire quadratique"dex', (t-m- 1). Un point essentiel 4 souligner
ict, provient du fait que les vecteurs x'lq(l-i), avec ! <1< m,
intervenant dans la prédiction de X'j(t-m-1) ont des tailles
differentes. Ce probleme sera appelé¢ dans la suite prediction

;zqamieUe linéaire-quadratique arebours. Il est possibled'écrireen
ait

PROJ X 1qt-m-1)/ X'gu(t-1)] = - BlosssjuX so®1)  (26)

ou
Biostim = By D) -+ BaytjmtD) - B yjm(m)]

cequi conduitalaformedéveloppee

Xy 1=~ 2, B@rglt-D an
i=1

Nous déduisons de (27) que Bp,q(i) est ure '[m+2, i+1]
macice et que By, Sans argument, esF de taille { 'mfZ,
m(m+3)12}. L'indice m fait donc référence al'ordre de prédlcnécrm
alors que m+1 précise l'instant prédit. Si m est égal a z lo
{'innovation (23) devient egale au vecteur lui méme, a{ instar de la
prédiction linéaire, Le principe d'orthogonalite ealraine que {25)
est orthogonal & X'ya(t-1). Par conséquent, il est possible
GIRIoWNIe YA Jecomposion URAVGURUIE a¢ K‘]wl(t-l) qﬂl
menea

PROJX(VX (- 1D =

~f ~b
PROJ X()/X (¢ 1)} + PROX; g0/t 1)) (28)

Le second terme de (28) s'obtient en écrivant que x(t) peut
s'interpréter comme la somme de sa projection sur X'y, (i-1) et de
son innovation d'ordre m. En enlevant (28) de x(1) il reste la
formulationrécursiveannopcée

f 4 b
X+ 1(8) = XpgafD) - Koot Xign(t-m- 1) 29)
ou

-f bt ~b -~ 1
K1 = EXyq®) Tyt DJH Xy (-m=1) g (-m-1)] ™ (30)

(30) est une propriété classique d'estimation en moyenne
quadratique, (30) n'est autre, en fait, que la matrice optimale
associant (25) av meilleur estimateur de I'innovation d'ordre m de
x(t). Dans ce casprécis, cette matrice estdetaille[1, m+2].
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Nous proposons ici une mise a jour de (25). Pour se faire nous
considérons

-f

Tyga(t-m-1+n) =

x;(t—m—l ) - PROJ[x;q(t—m—l +n)/{x;q(t—m— 0. .x;q(t—m+n—2)]]
(€3))

I'innovation vectorielle future d'ordre n associée au vecteur

X'y (+-m-1+0), avec 1 <n<m. Comme 2 'accoutumee, lorsque n
est nul l'innovation s'identifie au vecteur. Prenant en compte ce
nouveau probleme et introduisant fa décomposition orthogonale
des espaces observations appropriés, il vient

Byoll- -1 = Ko -1y ~ semes-mibg,  -m-1+m

“i,q,n(t—m—lm) = i',ql,,_l(t—m-lm) - K:(m+l)~x"mn__1(t—m— 1}]

32
ou
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R, (m+1-n)= E{;‘;qp_l ('-‘m‘l);t.,_i(t—m— 1+n)] (34)

B (@ 1-n) = Higp - Len gy ((m1om)] (35)

Kj(m+l)= RY(m+1-nfE®  (m+1)]* (36)

~b "
ED j(@+1) = BTy gy (-0~ 1) Xy (-m-1)] N



Les équations (32) ont exactement la méme forme que celles
intervenant dans la formulation récursive de ia prédiction linéaire
vectorielle. En d'autres termes, la cellule de base de la récursion
(32) n'est avtre que la cellule élémentaire d'un filtre treillis
multidimensionne!, caractérisée par des matrices dites de
“réflexion", définies par (33) et (36). L'innovation disponible a la
sortie de la cellule n-1 fait intervenir I'instant t-m-1+n-1 et non
I'instant t-m-1+n. Or la taille d'un vecteur linéaire-quadratique
change avec son argument, par conséquent, une récursivité totale
exigelecalculde

~f ~f
g1 (-1 1-4n) entermes de x, ,_, (t-m-1+n-1) (38)

Ce calcul doit éwe vu comme une mise 4 jour temporelle
seulement, dans |2 mesure ot Jes deux innovations de (38) sont du
méme ordre. Cette dérivation est possible simplement, si I'on
considére que fe processus étudié est stationnaire jusqu'av
quattiéme ordre. En effet, cette hypothése ajoutée a la forme
généraledesinnovations,

~f
Ty (-1 140-1) =

-1

x;q(t—nr a1+ Z Amzﬂm,i(fij)x;q(.t~m— l+0-1-i) 39

i=1

(Il suffit de remplacer n-{ par n dans les observations
ci-dessous et m+2-n par m+1-n pour obtenir 'avtre innovarion.
On note que Ay,5 01 (1) est une matrice [m+3-n, m+3+i-n). I
suffit aussi de decrémenter le nombre de lignes et de colonnes
précédents pour obtenir Ja taille de Aputopes @), conduit 4 la
mise ajour suivante

Anitmn1®) = UnizoAmizgnt Um0 + Dpyy o (1)

(40)

o, =[l,, 0} ( L, « estlamatriceidentite de taille o, @)
Cela signifie qu'a un terme additif pres, on calcule les matrices
intervenant dans la prediction d'ordre n-1 de Xy(t-m-L+n) en
enfevant la dernitre ligne et la derniére colonne des matrices
caractérisant l'innovation de 4(t-m-1+0-1). Ceci est une
consequence de la stationnarité du processus. Si par hasard le
processus f'est pas stationnaire, il n'existe pas de relation aussi
stmple que (40), mais il est possible alors d'introduire une mesure
de la stationnarit¢ d'un processus jusqu'au quatriéme ordre
étendant ainsi la notion de rang de déplacement d'une matrice.
Pour finiron déduit, toujours sous la stationnarité, une mise 4 jour

des matrices variances des innovations, qui ' est pas sans rappeler
(490).

Eay(nil-n) = Uy o Fag(me2-0)Uly,s, - W, (m+1-n)
(41)

Dans la suite, nous noterons symboliquement la mise a jour
temporelietraduite par(40) et (41) dela fagon suivante

Xiga1(-m-1+0) = Z] xly, (- L4a- 1) @)

on deduit alors le schema de principe de la récursion globale.
concernant le probléme initial de prédiction récursive de x(t) voir
figure {.

5. CONCLUSION

Nous avonsintroduit dans cet article un nouveau cadre de travail
pour ['étude des filtres de Volterra discrets qui conduit 2 une
formulation et une résolution inédite du probléme de prédiction
linéaire-quadratique, trés proche du cas linéaire. De plus, nous
avons montré que les performances du prédicteur linéaire sont
ameéliorées, chaque fois que les moments du troisieme ordre ne
sont pas nuls et que I'amélioration des performances s'interprete
toujours en termes d'une forme quadratique déduite de |'étude du
probiéme connexe de prédiction Iq sous contraintes. La question
cruciale d'une dérivation récursive, sur l'ordre, du meilleur
prédicteur Iq a éé investie conduisant & unpe extension de
['algorithme de Levinson qui met en évidence des caractéristiques
importantes. Parmi celles-ci figure un filtrage treillis

filtrage treillis multidimensionnel 4 capprocher du filirage
intervenant dans la prédiction linéaire de processus vectoriels.

Ce truvail a été soutenu par la DRET sous le contrat
/ERE/SC/N87:1394/DRET/DS/SR.
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