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RESUME

Le travail présenté par les auteurs consiste en 1'@tude d'une nouvelle structure de réalisation de filtres numé-
riques @ 1'aide de la technique de 1'arithmétique distribuée. En s'inspirant d'un article de F.J. TAYLOR (IEEE
Transactions on Acoustics, Speech and Signal processing, vol. ASSP-34, Octobre 1986) qui proposait la réalisa-
tion,d 1'aide de 1'arithmétique distribuée, de filtres ayant une représentation dans 1'espace d'état sous forme
de matrices Compagnon. les auteurs, proposent une structure permettant la réalisation de filtres & partir de
n'importe quel type de représentations dans 1'espace d'état. Une analyse du bruit d'arrondi généré dans la struc-
ture introduite conduit & 1'obtention d'une valeur théorique de la puissance de ce bruit. Ces résultats théo-
riques sont vérifiés au moyen de simulations pour différents types de filtres du deuxiéme et troisiéme ordre.
Les résultats montrent que cette structure n'est pas plus bruyante que celles réalisées 8 1'aide de 1'arithmé-
tique classique. L'avantage principal de cette nouvelle structure réside dans la possibilité d'arriver & une
optimisation en terme de bruit sans complication de 1a structure initiale et ceci au moyen de techniques ana-

logues & celles utilisées pour 1'optimisation des filtres numériques & arithmétique classique.

SUMMARY

A new digital filter structure is proposed using distributed arithmetic. From a publication of F.J. TAYLOR (IEEE
Transactions on Acoustics, Speech and Signal processing, vol. ASSP-34, October 1986) who suggests a digital fil-
ter realization with distributed arithmetic for a particular state space representation, the authors give a
solution for a new structure usable with any state space representation. An error analysis for this structure is
reported and verified by simulations which demonstrates the superiority of the new structure over traditional
Tumped parameter filters, But the major avantage of this realization is the possibility to minimize roundoff
error effects without structure complications.

Introduction les relations : A'=T~l AT ,B'"=T18,¢C" =CTet

D' = D de maniére a laisser invariante la fonction de
transfert du filtre. Les nouvelles matrices d'état
devant correspondre & une structure de fiitre & bruit
minimal. Le probléme principal vient alors du fait que
la structure optimale en terme de bruit est en général

L'approche de la réalisation des filtres numéri-
ques par leur représentation dans 1'espace d'état
présente de nombreux avantages. Parmi ceux-ci, on
peut citer notamment les possibilités d'optimisation
des fi]trés en terme de bruit. Cette optimisation se

fait par la recherche d'une transformation T non sin~ beaucoup plus compliquée que 1a structure de départ,

guliére qui & un ensemble de matrices d'&tat(AB,C,D). ceci du moins lorsque 1'on réalise le filtre & 1'aide

. v s . < 5 s
fait correspondre les matrices (A's B', C',D') avec d'une arithémtique classique utilisant des opérateur
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arithmétiques "localisés". L'utilisation de 1'arith-
métique distribuée va permettire de trouver une solu-
tion & ce dilemme.

I - Rappel sur 1'arithmétique distribuge

Soit donc une fonction de filtrage numérique dé-
finie par la relation suivante :

L L
y(n) = I a.,x(n-i) + ¥ b.y(n-j) (1)
i=0 j=1 9

x et y étant les séquences respectives d'entrée et de
sortie du filtre. En supposant que tous les nombres
sont pris dans leur représentation en complément & 2
sur un format de B bits, on adaptera la notation sui-
V(i,n)e{0,1} iéme bit de la varjable V a
1'instant nT. On définit alors une fonction ¢ par :

L L
$. (1) = £ a.x{(i,n-j) + =%
j=1 4 j=1

vante :

bay(iun-3)  (2)

IT devient alors possible de ré-écrire Ta relation (1)

sous la forme :
B-1 R

y(m) = -0,(0) + 2 o (i) 27 (3)
(La distinction en i = 0 venant du fait qu'il s'agit
du bit de signe en complément & 2). I1 est donc pos-
sible de pré-calculer toutes les valeurs de la fonc-
tion ¢ et de les stocker dans une table mémoire. On
obtient alors une réalisation de la fonction de fil-

trage sous forme d'un filtre & arithmétique distribuée
(FAD) dont le schéma est donné en figure 1.
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Figure 1 : Structure de filtre & arithmétique

distribuée.

IT - Structure FAD "direct II"

En s'inspirant des travaux de [1] et en utilisant
Te fait que Ta représentation dans 1'espace d'état
des structures de filtres dites directes d'ordre L
conduit @ des matrices d'étaﬁ de type Compagnion,
F.Jd. TAYLOR [2] a proposé un autre type de structures
de FAD. Pour cela, il réalise 3 1'aide de 2 tables-
mémoires d'une part 1'équation d'état du systéme et
d'autre part 1'éauation de sortie en remarquant que
dans ce type de représentation, les variables d'état
vérifient : x;(n+l) = X;41(n). Ceci conduit alors

au schéma de filtre donné en figure 2.
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Structure directe 3 arithmétique distribuée

Figure 2 :

11T - Structure FAD pour une représentation quelconque
dans 1'espace d'état

La structure précédente n'est utilisable que pour
un type particulier de matrice d'état. Elle n'est donc
pas optimisable en terme de bruit. Pour cela, il faut
une structure permettant la réalisation d'un filtre

ayant une représentation quelconque dans 1'espace d'é-

tat. Une telle structure est représentée en figure 3.

Elle est obtenue en réalisant d'une part Tesl.équations
d'état (E1 & EL) et d'autre nart 1'équation de sortie

(ES) telles qu'elies sont données ci-aprés et ceci au

moyen de fonctions ¢ définies de facon identique a ce

qui a été vu précédemment et auxquelles sont associées
les tables mémoires correspondantes.

1 XL(")

L
x1(nt1) = 1_51 apy-x;(n) + by .oun) (E1)
. L .
X (n+l) = izl aki.xi(n) + b . uln) (Ek})
. L
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L
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Figure 3 : Structure de FAD proposée



Au total, la complexité de Ta structure ne dé-
pend que d'un seul paramétre, 1'ordre du filtre. Un
changement des matrices d'état du systéme se traduit
uniquement par un changement du contenu des tables
mémoires et ceci sans aucune modification de la
structure.

IV - Analyse du bruit dans la structure proposée

Considérons d'abord les L équations d'état du
systéme correspondant a la partie récursive de la
structure. Il est possible d'identifier 3 sources de
bruits (une variable surlignée signifie une valeur
réellement calculée par rapport & la valeur théo-
rique) :

e = ik- X, erreur sur les variables d'état

eE = ¢(i) - ¢(i) erreur sur le résultat de ¢

erreur en_sortie des (egistre§ a décalage,
Nous avons Bo%r la kiéme variable d'etat en théorie

K1) = 2 ()27 - e (0) (4)

Mais en réalité on calcule :

On montre alors [3] que 1'erreur correspondante peut
s'exprimer sous la forme :

L
eé(n+1) =% . e%(n) + 6k{n) (6)
ol les aij sont les termes de la matrice d'état A et
B-1 .
§.(n) =e'"(n) + T e¥(n).27 +el(n) (7)
i=1 ! °

Aprés transformation en z, il est>possib1e de ré-
écrire la relation (6) sous la forme : (8)

L akiz'1 b

e'(z) = = — e'(z) +————1 § (2)
i=11 - g2 1 - a2 k
i#k

On obtient alors un systéme de L équations & L incon=
nues que 1'on peut résoudre par rapport aux Gk. On
arrive donc a des équations du type :

—

ORI MO RACIEINC)

1T reste maintenant & traiter 1'équation de sortie de

maniére & obtenir 1'expression du bruit e(n) en sor-

tie du filtre. De fagon analogue & ce qui précéde,
on montre que e(n) donne aprés transformation en z :

L
e(z) = .21 ciei(z) + §(z) (10)
i= '

ol les ¢; sont les termes de la matrice d'état C.

On peut alors remplacer les e'fz) par leur expiession
(9) ce qui conduit & :

L
e(z) = R Ii(z)

. Si(z) + 8(2) (11)
i=1

¢

soit encore sous forme matricielle :

T 1

e(z) = C(zI - M7 R + d(z) (12)

avec R = [84(z) 8,(z) 63(z) ... GL(Z\]T

Comme i1 est possible par ailleurs,de montrer que sous
réserve que B ne soit pas trop petit (B >»8), la va-
riance de tous Tes §.(z) est donnée par Ta relation
(indépendante de i) :

A% = _Z_ s qz

3 12

(q quantum de base) (13)

on arrive alors & une expression de la puissance du
bruit en sortie du filtre qui est donnée par Ta re-
Tation suivante (on admet de plus que toutes les vari-
ables §. sont indépendantes) :

2 IT.(2)IF .02 + (18)

LU e T
—

V - Résultats

-Les résultats théoriques ont été vérifiés par
simulation pour différents types de filtres du deu-
xiéme et troisiéme ordre. A titre d'exemple, nous
donnons figure 4 Te résultat de ces comparaisons pour
un fiitre du deuxiéme ordre réalisé au moyen de Ta
structure proposée (la réalisation correspondante au
moyen d'opérateurs localisés est également mentionnée
dans la figure).

Les résultats montrent une bonne concordance entre
la pratique et Ta théorie. On peut montrer également
que la structure proposée n'est pas plus bruyante que
la structure classique correspondante. Majs 1'avantage
principal de cette structure tient du fait qu'une op-
timisation en terme de bruit s'obtient sans aucune
complication de la structure ce qui ne serait pas Te
cas pour une structure classique. Cette optimisation
pouvant &tre obtenue grdce & des techniques analogues

a celles &noncées précédemment & savoir par la re-

cherche d'une transformation T non singuliére qui
laisse invariante la fonction de transfert du filtre
et minimise 1'expression (14).

Conclusion

L'étude présentée ici montre 1'intérét que peut
avoir la structure proposée dans ie cadre de 1'opti-
misation des filtres en terme de bruit. Seul le cas
du filtrage mono-dimensionnel a &té abordé&. Une étude
est en cours dans le cadre du filtrage multidimension-
nel en vue d'une application .au traitement des images.
En effet, dans ce domaine, la complexité arithmétique
est particuligrement cruciale compte tenu des cadences
d'échantillonnage et 1'optimisation des structures
prend alors tout son sens.
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Figure 4 : Puissance réduite de bruit en fonction du

péle Ly pour B = 16 et Ly = 0,4. Valeurs
théorique et simulées pour un filtre qui
aurait une réalisation classique du type
représenté.
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