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RESUME

Nous étudions dans cet article la stabilité d'un prédicteur transverse, en tenant compte d'un quantificateur dans la boucle de prédiction; sa
présence introduisant une partie récursive dans le filtre de prédiction. En nous limitant 4 un prédicteur d'ordre 1, de coefficient a, nous mon-
trons que la condition lal<1 est une condition de stabilité suffisante, mais non nécessaire, contrairement  ce qu'on pourrait croire a premiére
vue. Lorsque a=1, le systéme étudié est celui, classique, de la modulation Delta. L'instabilité du systéme est due au bruit de saturation du quan-
tificateur. Nous avons étudié deux cas. D'une part le cas de la faible non linéarité, ol le quantificateur est une fonction analytique avec satura-
tion et ayant une pente égale & 1 i l'origine. D'autre part le cas ol le quantificateur est un relais idéal, et introduit une non linéarité impor-
tante. Nous avons trouvé, pour un signal d'entrée & bande étroite, une limite de stabilité de l'ordre de 4 pour une faible non linéarité et égale a
2 pour une forte non linéarité. La stabilité nécessite que 'amplitude de I'entrée ne soit pas démesurée par rapport au seuil de saturation.

SUMMARY

In this paper the stability of a transverse predictor is studied, taking into account a quantizer in the prediction loop. The loop introduces
a recursive part in the prediction filter. We restrict our scope to an order 1 predictor. It is shown that the condition lalk1 for its coefficient is
sufficient for stability, but is not necessary, which is an unexpected result. When a=1 the system is the classical Delta modulation. The sys-
tem instability is due to the quantizer saturation error. Two cases are studied. On the one hand the weak nonlinearity, where the quantizer is a
saturation analytical function with a slope at the origin equal to one. On the other hand the strong nonlinearity, where the quantizer is an
ideal relay. For a narrowband input signal, the stability limit is found close to 4 for a weak nonlinearity and equal to 2 for a strong one. For
stability to hold it is required that the input amplitude is not too high w.r.t. the saturation level.

I. INTRODUCTION

De nombreuses études ont été effectuées, au cours de ces importantes qu'implique la présence d'un qua{ltificateur fians la
dernidres années, sur le comportement des filtres adaptatifs trans- boucle de prédiction, celui-ci change la nature méme du systeme: de
verses [1]. Le systéme que nous considérons dans cet article peut transverse sans quantificateur, le systeme devient récursif. D'oli des
&tre celui utilisé pour la réduction de débit dans le codage numérique problemes différents et plus difficiles a étdier.

. 1z . 2 iere étaj ! i a étdi
de signaux téléphoniques. Pour cela on calcule 'estimée ls\(n) du La. premuere €ape de I'analyse consiste nan{rel.leme:nt a ett}d}er
. PR . . - . la stabilité du systéme au sens entrée s(n) bornée implique prédic-
signal s(n) par un prédicteur adaptatif, qui est ici transverse; puis ion An) bomnée. C" fai d icle. Tl
on transmet 'erreur de prédiction e(n): . tion (n)' mée. est‘ ce ql}\e nous faisons dans cet art-1c e.. ?sf en
e(n)—s(n)-’s\(n) . (L1) effet possible que le signal S(n) explose sans que ceci soit visible
’ ’ au niveau de l'erreur de sortie &(n). Il en est ainsi & cause de la

R e(x}) = Q(e(n)) ' . e (I‘,Z) saturation du quantificateur, mais ceci pose des probléemes au dé-
apres l.av01r quantifiée par une fonction non linéaire instantanée codage et implique un bruit de codage important. En considérant la
Q(.) qui sature 3 + M.

boucle de la figure 1.1 on pourrait penser que la stabilité du systéme

Les études menées sur les filtres transverses adaptatifs ont . N o e s s .
P exige que le systéme linéaire §—> 4 soit 2 inverse stable. En fait il

généralement été faites en omettant le quantificateur qui numérise

e(n) avant transmission, quantificateur qui est présent dans tout ne’rclres t rien. Nous vg{ro(ril;s, far excimplg, due dle coefficient 2 d'un
systétme numérique réel. En effet, il a été montré [3] que la structure predicteur trz;nsver:le aor 1? ple;.llt. Zus ¢ mo ule plus grand que 1
optimale (au sens de l'erreur de codage) est celle ol le quantificateur sans pour cela conduire a Tinstabilite du systeme.

est placé dans la boucle de prédiction suivant le schéma de la figure

L.1. On introduit au codeur le signal S(n) : II. GENERALITES

S =4 - I1.1. Une condition suffisante de stabilité

§(n) =5(n) +&(n). 1.3) Pour tout signal x(n) notons X(n-1) le vecteur des échantillons
Il s'agit du signal reconstitué & partir des &(n) quantifiées : 8(n) est passés de x(n).
calculé a partir des échantillons passés de 5(n), donc finalement 2 X(n-1) A (x(n-1), ... x(n-q))T . L1
partir de la suite des &(j), j = 1, ..., n. C'est ce qui permet, au dé-

De méme pour les vecteurs §(n-1), S(n-1), E(n-1) etc... Le signal

codeur, une reconstitution exacte de §(n), puisqu'il dispose aussi de A L, .
(n), puisq P s(n) s'écrit alors :

la suite &(n), aprés transmission. Ceci étant posé, la suite de A Tx T

l'article ne traite que du codeur. sm=A"S(-1); A=(ay, ... aq) (IL.2)
Omettre ce quantificateur peut constituer une approximation oll A est le vecteur parametre du filtre de prédiction d'ordre q.

grossiere du systéme réel étudié. En effet, en plus des non linéarités D'aprés les équations (I.1) & (I.3) du systéme, on a les équations
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sm)=A" S(n-1) + A" E(n-1), (11.3)

e(n) = s(m) - /s\(n) = s(n) - ATS(n-l) + ATG(n-l). (i1.4)
&(n-1) est le vecteur dz=s échantillons passés du bruit de quantifi-
cation:

&m-1)2 1), ... em-q) ;e le-e. (IL5)
I'équation (I1.4) peut étre décomposée en deux termes. Un terme

linéaire en l'entrée: s(n) - ATS(n-l) et un terme ATG(n-l) =

9

Ea (e(n-1)-&(n-1)) qui peut étre considéré comme un bruit blanc si le
i=1
quantificateur est fin; et qui est un terme non linéaire important si
le quantificateur est grossier (peu de niveaux). C'est ce dernier terme
qui est a l'origine du caractére récursif du prédicteur.

Pour simplifier les écritures, nous considérons dans la suite un
prédicteur d'ordre 1. Une généralisation 4 q > 1 ne pose pas de pro-
bleme de principe.

Pour q = 1 I'équation (I1.3) ne fait intervenir que des scalaires.
Par récurrence on obtient :

n .

fm)=a"%0)+ 3 ale(ni). (I1.6)

i=1

Deux cas se dégagent de cette équation selon que lal est inférieur
ou supérieur a 1.

ler cas : lal < 1. Dans ce cas 2" §(0) tend vers zéro quand n tend vers

l'infini. D'autre part &(n-i) est borné par le seuil de saturation M du
quantificateur. On obtient ainsi :

a
< (I.7)

n .
> al €(n-i)
i=1

La condition lal < 1 est donc suffisante pour que 2(n) et e(n) soient

bomés. Dans les articles décrivant les systémes de codage, cette

condition est supposée vérifiée, probablement par un raison-

nement implicite selon lequel elle serait aussi nécessaire.

2éme cas : lal > 1. Dans 'équation (IL.6), le terme a™ £(0) tend vers

l'infini quand n tend vers 1'infini, sauf bien sfir si @(0) = 0. Mais
n

rien n'empéche que le deuxidme terme 9, a' e(n-i) vienne le com-
i=1

penser. C'est bien ce qui se passe lorsque le quantificateur est idéal

(e=e). Nous montrons dans la suite qu'il existe une limite ajjp>1,

sur a, délimitant stabilité et instabilité: pour a plus grand que ajim

£(n) explose; pour a plus petit 8(n) est borné si s(n) est’ conve-

nablement borné.

IL.2. Erreurs de granulation et de saturation.

Le bruit de quantification € = e - & est composé de deux types de
bruit (voir fig. II.1), le bruit de granulation et le bruit de saturation.
Le premier peut souvent &tre considéré comme du bruit blanc, si le
quantificateur est assez fin. Il est par définition d'amplitude bomée.
De la sorte, on voit sur l'équation (I1.4) que si l'entrée s(n) est
bornée, T'erreur de prédiction e(n) l'est aussi. C'est donc le bruit de
saturation qui seul peut créer une instabilité du systéme, et nous
I'étudions ici. Pour cela nous avons modélisé le quantificateur par
un élément Q non linéaire, analytique avec une saturation au niveau
M, et une pente p & l'origine:

e=Q(e)=Mth(pe/M). (11.8)

I1.3. Inadéquation de 1'analyse analogique.

Le bruit de saturation dans un systeme numenque tel que nous
venons de le décrire a deJa été envisagé. C'est ainsi que
Protonotarios [4] a approximé I'équation discréte (I1.3) (pour g=1)
par 1'équation différentielle :

ds(t
—*-) (a - 1)f, () + af 2(1), (I.9)
fo etant la fréquence d'échantillonnage du systéme discret. Cette

approxunanon est justifiée lorsque les harmoniques du spectre de
s(t) sont trés petites devant f, (condition C). Nous verrons au para-

graphe IV.2 que cette condition n'est pas vérifiée. D'apres (I1.9) le
systéme étudié est approximé par le systeme de la figure (I1.2). Ce
dernier est composé d'une boucle analogique dans laquelle:

a'= (1 - a)fe H M'= I\/Ife . (IIIO)
et v(t) est le bruit de saturation du quantificateur de la figure (I.1). La
boucle analogique est suivie d'un échantillonneur et d'un organe
non linéaire en escalier et sans saturation Q', qui tient compte de
l'effet de granulation.

Pour une entrée gaussienne de spectre 1/(w2+a'2), nous pou-
vons appliquer la méthode de 1'équation de Fokker-Planck-Kol-
mogorov 2 la boucle analogique de la figure I1.2. Soit P(v) la den-
sité de probabilité de v(t). L'équation de Fokker-Planck-Kol-
mogorov s'écrit [4]:

1 d2 P
—(( av-Q)P) =5 7= (I1.11)
¢ étant une constante de normalisation, ceci se résoud en :
P(v) =cexp (-a'Vv2 - 2M' ivl). (I1.12)

Pour qu'a une entrée bornée s(t) corresponde un bruit de satura-
tion borné v(t) il faut que P(v)=0 a l'infini. Or d'apres (I1.12) ceci
implique la condition: a>0 c'est a dire a<l. Ceci est en contradic-
tiont avec les résultats de simulations et prouve l'inadéquation de
l'approximation d'un systéme échantillonné par un systéme
analogique. Nous allons donc faire une étude plus précise et tenir
compte de la nature échantillonnée des signaux.

III. SYSTEME FAIBLEMENT NON LINEAIRE.
III.1. Signal d'entrée sinusoidal.
Considérons le systéme linéaire sans quantificateur. Dans ce

cas & = e = g, et les équations du systéme sont, pour tout a:
ey@m) = s(n) -8 (n), (I.1.a)
Sm+l)=al m)+ae (m)=asn). (IIL.1.b)
Si le signal d'entrée s(n) est une sinusoide de fréquence f et

d’amplitude 1, échantillonnée a la fréquence f,, alors
e (M) =ysinmo +v); ©A27if, ;
¥=(1-2acos¢p + a2 |

oll la phase Y est sans importance.
Considérons a présent que le quantificateur introduit une faible

non linéarité. C'est le cas oll a et p sont proches de 1, et ot M est
trés grand par rapport & 1. Nous posons :

" (I.2.2)
(111.2.b)

S =§,m) +§1() ; ém) = e (n) +ey(n), (I1.3)
($o(m)eo(n) étant solution de (IIL.1); §} est solution de :
fi@mtl) =-ae,m) +a ) +aQe@); ey =-§@). (IL4)
Nous faisons les deux hypothgses suivantes :
pleg tejl /M<<l , (H1)
leql << ley . (H2)

Les simulations montrent que l'ordre de grandeur de
l'approximation (H2) est leglay / le1lnax > 5. De méme la figure
HI.1 montre que si (H1) et (H2) sont vérifiées la non linéarité peut
étre approximée par :

Q@ =M (Fre-3Eep). (1L5)

Il y a en effet 80 db d'atténuation pour I'harmonique 5 du spectre de

Q(e), par rapport 2 'harmonique 1 qui est 2 la fréquence f de I'entrée.

Si (H2) est vérifiée alors €3 peut &tre approximée par :
e3 = (ep +e1)3 =eo3+ 3 egleq.

(I11.6)
En reportant (11.6) dans (II.5) on obtient :
3
Qleo +e1)=peg - 3%4-2-%3+(p_%602 Yeq- 1L7)

Il découle de (I11.4) ,2(111.7) que X R;)
§ (4 D)=a(1-p(1- Ere 2mN)é ) + a (p-1) e (m)- Japre,3(m).,

Pour que sAl (n) reste borné il faut que le module du coefficient de
sAl (n) soit en moyenne inférieur & 1. Soit:
2
F(a)2a(1-p(1-FxE(e,2m)),

E(ey2(n) =72 /2=(1 - 2a cos® + a2)/2.
La condition de stabilité sur a est donc:

(I11.9)
(1I1.10)



F(a)l= la(1-p( 1-591,;7«{2)» <1. (II.11)

La valeur de ajjy trouvée par (III.11) est comparée, a celle

trouvée par simulationsdans le tableau 1. Dans ces simulations,
M=5, £ =300 Hz et f, = 8000 Hz. On voit que la théorie concorde

avec les simulations, méme si les hypotheéses faites ne sont plus
exactement vérifiées pour a proche de aj;,,, (mais inférieur). En effet
l'amplitude de e, et de ey augmente avec a, de telle sorte que
pleo+e1|/M#1 et que le l#le | lorsque a est proche de ay;p,.
L'hypothese (H1) peut donc étre élargie a plej+eq/M<1 et de méme

(H2) peut étre élargie a Iellmax<le olmaX'

agm N\ P 1.0 1.1 1.2 1.5
simulation
s(n) sinusoidal 3.4 4.0 4.8 4.5
simulation
s(n) gaussien 3.0 3.5 4.0 4.3
par (L11) 73 v 14 %)

Tableau 1 . Limite de stabilité en fonction de la pente p pour un
signal unitaire a bande étroite (M=5).

IIL.2. Signal d'entrée gaussien.

Supposons que l'entrée s(n) est un signal gaussien, centré, de
fréquence f, généré a partir de deux signaux gaussiens indépendants
bl(n), b2(n) 2 bande étroite devant f, et modulés par deux porteuses
en quadrature. Il peut étre exprimé selon:

s(n) = cos(27mf/fe)b1(n) - sin (211:nf/fe)b2(n).

Dans ce cas s’é,(n) et ey(n) = s(n) - a s(n-1) sont gaussiens.
L'écart-type o, de e(n) vaut :

G2 =(1+a2)c2-2aT(1), (TL.12)
en fonction de la puissance 62 et de la corrélation I'g(.) de s(n). Na-
turellement:

Is(p) = T'p(p) cos(2npf/f,) . (1I1.13)

11 découle du fait que bl(n) et b2(n) sont des bruits & bande étroite
que:

T5(1) = 62 cos(2nf/f,) (IIL.14)
si bien que
6.2 =062 (1 + a2 - 2 a cos(2nf/f,)) = 622 (1I1.15)
€

ol la quantité 7y est définie par (II1.2.b).

Les équations (II1.3) & (II.8), qui ont été trouvées sans faire
d'hypothéses sur la nature du signal d'entrée s(n), sont donc encore
valables, pourvu que les hypotheses (H1) et (H2) soient vérifiées,
pour une puissance 62 = 1/2 équivalente 1 celle de la sinusoide uni-
taire. Les simulations montrent qu'il y a 60db d'atténnation pour
I'harmonique 5 par rapport & l'harmonique 1 et que l'ordre de
grandeur de (H2) est leylmax / lejImax > 4. Dans ce cadre la condi-
tion de stabilité reste donnée par (II.11).

Cette fois encore le Tableau 1 montre la concordance entre la
théorie et les simulations. Les hypotheses (H1) et (H2) peuvent
étre €largies respectivement i ple,+eq /M<1 et leg | . <leglnay -

On a donc montré, dans ce paragraphe, que dans le cas d'une
faible non linéarité, a peut aller bien au deld de 1, jusqu'a des
valeurs de l'ordre de 4, sans conduire & I'instabilité du systéme.

IV SYSTEME FORTEMENT NON LINEAIRE.
Considérons maintenant le cas ot le quantificateur est un relais

idéal ( p = == dans (IL.8)), Q(e) = M sign(e).

L'équation générale du systeme est d'aprés (I1.3) et (I1.4):
$n+1) = aB(n) + aM sign(s(n)- §(n)).

Posons la condition initiale égale 3 §: 4 4 £0).

av.n
av.2)
IV.1. Cas ot a = 1.

11 s'agit ici du systéme classique de modulation Delta. Soit s(n)
un signal bomé quelconque. On montre aisément par récurrence que

tant que s(2n)<ls\ et s(2n+1)>/s\-M la trajectoire/s\(n) oscille 2 la
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fréquence f./2 entre les niveaux Is\(2n)=/s\ et /s\(2n+1)='s\-M, en enca-
drant ainsi s(n) (voir figure IV.1.A). On a un encadrement oscilla-
toire semblable dans la configuration IV.1.B tant que s(2n)>ls\ et
s(2n+1)<§+M.

Si 4 un instant la trajectoire de s(n) traverse vers le bas son en-
cadrement ([/s\-M, 9] ou [’s\, /s\+M] selon la configuration A) ou B)) il
y a une phase C) de décroissance linéaire de /s\(n) oit s(n)</s\(n). Cette
phase est de durée finie, faute de quoi s(n) tendrait vers I'infini
comme Is\(n), ce qui est en contradiction avec la bomitude de s(n).
Ainsi 2 un instant N on trouvera g(N)<s(N), tandis qu'a l'instant
précédent l'on avait ,§(N-1)>S(N—1). On se retrouve alors dans une
configuration d'encadrement A) ou B) selon la parité de N & condi-
tion de remplacer 5 par /s\'=’s\(N -1) ou Q(N) suivant le cas. De méme
pour une phase D) de croissance quand s(n) traverse son en-
cadrement vers le haut.

Nous avons donc montré que pour a=1, avec une entrée bornée
quelconque la solution générale de l'équation (IV.2) est bornée.
C'est la stabilité recherchée.

IV.2. Cas ou a > 1.

Considérons d'abord le cas d'une entrée nulle:

$n+1) = a B(n) - M sign(8(m) ). (IV.3)
Cette récurrence est illustrée géométriquement sur la figure IV.2. Le
point B a pour coordonnées (3im » 81im), avec :

Sim=2aM/(a-1). IV .4)
11 est clair que si 8 > B81im» () - 815m) explose en all. De méme si
8<-81im. En revanche si 8I<8};r,, deux cas sont 1 distinguer suivant
que le point B "domine" A ou non (voir figure IV.2).

Sia< 2 . Le point B domine A; pour tout @Hélim,v la récurrence
ameéne le point (@(n),@(n+1)) dans le carré DED'E', dont il ne peut
s'échapper. Ainsi, passée la phase initiale, B(n)l est-il borné par
aM, ce gqu'on vérifie parfaitement sur les simulations,

Si a> 2. Le point A domine B. Méme si I’s‘l<’s‘1im, on vérifie aisé-
ment que la récurrence finira par amener la valeur 8(n)l au-dela de
é\lim,’ ce qui produira une instabilité exponentielle.

Le cas d'une entrée s(n) non nulle se traite de maniére similaire.
Les droites AB' et A'B sont invariantes, mais la verticale AA' qui
les délimite se déplace entre les points C1 = (min(s(n)),0) et
Co=(max(s(n)),0). Si Is(n)! est borné par ¢, l'ordonnée maximale de
A est a(c+M). Pour que A soit dominé par B d'ordonnée aM/(a-1),
condition nécessaire 2 la stabilité, il faut donc que :

a<(2M+c¢)/(M+c) , (Istn)c) . av.s)
Dans toutes nos simulations, nous avons fait varier a, pour des
signaux d'entrée a bande étroite, avec M fixé et c=1, en cherchant la
limite de stabilité. Il y a eu concordance absolue.

La valeur a=2 est donc bien une limite de stabilité puisqu'elle
n'autorise aucun signal a I'entrée du systéme (c=0).

Si l'on considére que c'est a qui est fixé (a<2) on peut donc
énoncer ainsi le résultat précédent :

Si a<2, il existe une amplitude limite pour l'entrée s(n),

c(a) = M(2-a)i(a-1), (1V.6)
en-dessous de laquelle le systéme est stable, pourvu qu'il soit ini-
tialisé en-dessous de 5yj,,. Cette limite n'est guére contraignante
lorsque a est proche de 1 et elle est conforme au bon sens. Mais il
faut quand méme remarquer que ce type de stabilité est moins fort
que pour un systéme linéaire récursif, dans lequel, si a<l, & s(n)
bomé correspond toujours 8(n) borné.

Le diagramme de récurrence précédent est inspiré de 1'étude des
systémes récurrents et nous a fait songer a du chaos. On a une indi-
cation de sa présence en considérant les figures IV.3 et IV .4 tracées
avec s(n)=0. La figure IV.3, qui donne 8(n), montre des fréquences
transitoires qui décroissent au cours du temps (doublement des
périodes). La figure IV.4 montre que 8(n) a un spectre de bruit (alors
qu'il n'y a pas d'entrée!),et que la condition C du paragraphe IL.3
n'est pas vérifiée. Nous envisageons de poursuivre la présente étude
dans cette direction.
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