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RESUME

L'algorithme de Schur-Cohn permet de déterminer, pour un polynéme P, le nombre 7.(P) de zéros situés a I'extérieur du cercle
unité. Le principe de cet algorithme est de calculer, a partir de P supposé de degré n, un ensemble de n coefficients p,, Py _ 1o+ P1-

Mais il existe des polyndmes, dits singuliers, pour lesquels le calcul des p; ne peut se faire jusqu'au dernier coefficient p;.

Dans cet article nous donnons une nouvelle version de l'algorithme de Schur-Cohn. Cette version permet d'associer & tout
polyndme P, méme s'il est singulier, un ensemble de n coefficients ;. Nous démontrons que le nombre n(P) est égal au nombre de

coefficients k; de module supérieur a un. Cette nouvelle version de l'algorithme est présentée et illustrée sur quelques polyndmes
particuliers puis transposée pour I'étude de la position des racines par rapport 4 I'axe imaginaire.

SUMMARY

The Schur-Cohn algorithm allows us to determine the number n_(P) of zeros appearing outside the unit circle for a polynomial
P. This algorithm is based on the computation of a set of n coefficients p,, p, _ ;...., p1 from P assumed of degree n. But there are

polynomials P, referred to as singular, for which the computation of the p;s cannot be carried out until the last coefficients p;.

In this paper, we give a new version of the Schur-Cohn algorithm, This version allows us to compute from any polynomial P,
even if it is singular, a set of n coefficients k;. It is shown that the number »_(P) equals the number of the k;s with modulus greater

than one. The new version of the algorithm is presented and illustrated on some particular polynomials and transposed for studying

the zero location with respect to the imaginary axis.

1. INTRODUCTION -

La stabilité d'un systéme linéaire 2 temps discret se déduit
de I'étnde de Ia position par rapport au cercle unité (CU) des
racines du polyndme P apparaissant au dénominateur de la
fonction de transfert. Le probléme de la détermination du nom-
bre n(P) des zéros de P situés a I'extérieur du CU a éié traité

initialement par Schur [1] et Cohn [2]. Il a été aussi étudié
d'une maniére extensive par Marden, Jury et beaucoup d'autres
auteurs [3]-[9].

Le test de Schur-Cohn est fondé sur un algorithme qui
permet de calculer & partir d'un polyndéme P de degré n a
coefficients réels ou complexes, un ensemble de n coefficients
complexes p;, 1 <i<n, dénommés "coefficients de réfle-

xion". Le nombre n_(P) s'exprime en fonction des rangs i des
coefficients p; de module supérieur 2 1. Récemment, de
nouvaux algorithmes permettant de déterminer n(P) ont été

proposés [5]-[7]. Mais, comme pour 1'algorithme de Schur-
Cohn, ces algorithmes introduisent des polynémes dits
"singuliers", tels que ceux ayant des racines sur le CU, pour
lesquels ces algorithmes ne sont pas adaptés. Différentes
méthodes ont ét€ alors proposées pour traiter ces singularités et
deux cas sont & considérer :

1. On doit tester 1a condition n_(P) = 0 et ce probléme est

complétement résolu dans [8] et [9].
2. On doit déterminer le nombre n,(P) et ce probléme est

traité soit dans un contexte purement mathématique [3], soit de
mani¢re peu satisfaisante.

Dans cet article, nous nous sommes intéressés a la déter-
mination du nombre ”e(P) a I'aide de 1'algorithme de Schur-

Cohn et nous en avons donné une nouvelle version qui permet
d'obtenir n (P) pour tout polyndme. Nous montrons que

I'algorithme ainsi obtenu, qui est en fait une extension de celui
de Schur-Cohn, permet d'associer a tout polyndéme P une suite
de n coefficients complexes k;, 1 <i < n, et que le nombre

n e(P) est égal au nombre des ki de module supérieur a 1.
Lralgorithme obtenu est ensuite transposé a 1'étude de la posi-

tion des racines d'un polynéme par rapport & I'axe imaginaire.
2. RESULTATS FONDAMENTAUX

Siun polynéme P de degré n et & coefficients complexes c;
est mis sous la forme

PG) = co"+c " " hate,, @1
son polyndme réciproque est défini par

Pay= P Y = g+ 6y 4t 8,7, (2D
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ouc ; dénote le complexe conjugué de ¢jr A tout polynéme P
on peut également associer le nombre

k=-PO)/PO) =~ c,/& (23

et le polyndme unique Q défini par

20 = P+ kP, d21, Q@) #0 ou Q=0. (24)

Dans la suite, on désigne le degré d'un polyndme R par d°(R)
et on pose, par convention, d°(0) = -ee, Il est alors facile de
vérifier les équivalences suivantes :

e@P)=d°P) ssi P(0)=0 ssi k=#0; (2-5)

d°(Q) = d°(P) — 1 ssi IP(O) = [P(O)l ssi Ikl = 1. (2-6)

Définition Le polyndme P est dit singulier si ikl = 1 et
régulier sinon ; un polynéme P tel que Q = 0 est un polyndme
singulier particulier appelé polyndme auto-réciproque (a.x).

Dans cette section nous allons établir deux propriétés fon-
damentales qui relient la position des racines par rapport au CU
du polyndme P 2 celle des racines de Q par l'intermédiaire du
coefficient k apparaissant dans (2-4). La Propriété 1 est relative
aux polyndmes réguliers et la Propriété 2 aux polyndmes sin-
guliers. Pour ce faire, nous désignons par n(R), n;(R) et n (R)
les nombres de racines de R, tenant compte des multiplicités,
apparaissant respectivement a I'extérieur, a l'intérieur et sur le
CU.

Propriété 1 (Polynéme régulier) SiQ etd sont
définis par (2-4) 2 partir d¢'un polynoéme régulier P, alors d°(Q)
=d°(P)—1,d=1etlona

n(P) = n(Q) 27
no(P) = n(Q) , si k1l <1 2-8)
n(P) = n(Q) +1 si k1> 1. 2-9)

Preuve. Comme P est régulier, on a Ikl #1 et (2-6) donne
d°(Q) = d°(P)- 1 et d = 1. Pour établir (2-7), désignons par o
une racine de P appartenant au CU et ayant une multiplicité m,
ce que l'on désigne par racine(m). Tenant compte de (2-2), P
admet 1/& comme racine{m). Or 1/& = « et donc o est aussi
racine(m) de P. Par suite, & est racine(m) de P et P et donc

racine(m") de Q avec m' 2 m. Soit U le facteur de P ayant pour
racines toutes celles de P appartenant au CU. Il est clair que U

est un polynoéme a.r, qu'il est facteur commun 2 P, PetQ et
qu'il vérifie n(U) = n(P). Comme 4 = 1, la relation (2-4) peut
alors se mettre sous la forme

2Q=UzQy =U Py + kyPp) (2-10)

ol lkgl = Ikl. Le polyndme Q n'admet aucune racine sur le CU
car pour une telle racine & on aurait IPo(a)l = lkg ﬁo(a)l et

ceci est impossible puisque lkgl # 1 et IPy(e)l = lﬁo(a)l # 0.
D'oll n(Qgp) = 0. La définition de U donne donc n(Q) = n(U)
=n(P),ie. (2-7).

ikl < 1 Pour établir (2-8), nous distinguons les deux cas
n(P)=0etny(P)=0.

1. n(P) = 0. D'aprés la définition (2-2), on a

P@) = Pz pour lz=1 (2-11)
t
° 120(z) — P@2) = Ikl IP@z)l pour lzI =1 (-12)

d'apres (2-4). Comme le second membre de (2-12) reste non
nul sur le CU et que lkl < 1, on obtient

0 < 20(z) — P2 < IP(z)l pour Izl =1. (2-13)

Le théoréme de Rouché donne n;(zQ) = ny(P) et, tenant compte
des relations d°P = d°Q + 1 et (2-7), on obtient (2-8).
2. ng(P) # 0. On peut factoriser P comme indiqué dans (2-10)
et la simplification par le facteur U nous raméne au cas n(P)
= () étudi€ ci-dessus.

k> 1. Daprés (2-6),onad=1,d°Q=n-1,0(0) =#0et
la relation (2-4) peut donc s'écrire sous la forme

0@ =710 hH = B@+ kPR @-14)
ou bien '
hO(z) = P(z) + hP(@). (2-15)

avec hl =1~ i = kI~ 1 ¢ 1. Le méme raisonnement que ci-
dessus nous conduit a ni(hQ) = ni(g) = n;(P). On obtient
finalement(2-9) & partir des relations d°P = d°Q + 1 et n(Q) =
n(P).

Propriété 2 (Polynéme singulier) Soit P un
polyndme singulier et @ le polyndme défini par (2-4). Alors

n(P) = no(P) si 0=0 (2-16)
et

n(P) = nP) si Q0  (17)
ot

A B 2

P =0+ @lc+kch, <1, 2-18)

est un polynéme régulier de méme degré que P et P' la dérivée
deP.

Preuve. Dans le cas (2-16), P est un polyndéme a.r et on

a donc {[3] Ch.10} n (P) = n(P"). Dans le cas (2-17), P est

singulier, @ =2~ P + k), 0(0) # 0 et il est toujours pos-
A

sible de choisir une constante réelle ¢ telle que P(0) = Q(0) +

(1/c — ¢)P(0) # 0. Tenant compte de ces hypothéses, un calcul

A
simple des coefficients extrémes de P montre que ce dernier est
régulier et que son polyndme réciproque est de degré n et peut
se mettre sous la forme

P = 4B+iP)+Blc+ckP) = R+hE (219
avec

RD=(*1c)P ; h=ck. (2-20)
Comme Al = Ikl = Icl < 1, le théoréme de Rouché donne
n®) = n®) = ny{ @+ 1/c) P} = ny(P). @2-21)

Finalement, les conditions P(0) # 0 et ;’\(0) # 0 entrainent

Py = n(P) ct ny(P) = ny(P) et donc (2-21) donne (2-17).



Remargque 1 Le polyndme Ig\ est la somme du
polynéme Q de degré n - 2d et du polyndme singulierP /c + k

¢ P de degré n. Comme pour tout & de module 1, 0n a

Pla)=(a %+ o)P(a) + ke~ L+ o) B(a). (2-22)

il vient N
n(P) = n(P) pour lcl#1 (2-23)
Exemple 1 Soit
P()=2242:-1;P@)=1+2z -22 ; k=1 (224)
240 =P +kP(z)=4z. (2-25)
Donc @ =4 et pour ¢ = 1/2, le polyndme
P=Q+@Plc+kcP)=4+3/222+5:- 312 (2-26)
est régulier et vérifie
n(P) = nP)=1 et n(P) = n(P)=0. 2-27)

3. ALGORITHME DE SCHUR-COHN ETENDU

L'algorithme classique de Schur-Cohn [10] permet
d'associer 4 un polynéme P une suite de coefficients Pj et une

suite de polyndmes S s j=n,n- 1,.., 1, construits a partir
de S, =P, alaide des récurrences

pj==5{0) /5028, (=S +p; 5@ G

Cet algorithme est valable pour les polynémesAP tels que le
polynbme § -1 calculé a chaque étape est régulier. Pour de
tels polyndmes, le nombre n.(P) peut s'exprimer en fonction
des rangs j des coefficients P; tels que ijl > 1. Les
polyndémes pour lesquels la relation (3-1) ne permet pas de
construire une suite compléte de coefficients p; sont traités par
des méthodes qui ne sont pas toujours satisfaisantes [1]-[7].

Dans cette section, nous partons des méthodes proposées
par Schur-Cohn [1]-[3] et nous introduisons des modifications
qui conduisent & des résultats plus "simples” qui sont valables
pour un polyndome donné quelconque. Nous obtenons alors
I'algorithme suivant, dénommé algorithme de "Schur discret”
(SD), qui permet d'associer & tout polynéme P de degré n, une
suite de n coefficients kj,j =n,n-1,..., 1.

Algorithm SD

1. Condition initiale : P, = P ;
2.pourj=n,n-1, ..

k; == P(O)/P0), 0@ =P (@) + kP2, 00 20 (3:2)

Pi_4 = Q0 siky<1 (3-3)
Pi_4 = 0 silki>1 (34)
P,y = 1;].' si Q=0 (3-5)

L'algorithme SD permet donc d'associer & tout polyndme P un
vecteur unique

A7
=i

k= (kys kg k)T (B-7

dont la composante kj est calculée 2 partir du polynéme P f si

A
ce dernier est régulier ou a.r et & partir de Pj sinon. Le nombre
no(P) est alors donné en fonction des composantes du vecteur k
comme le précisent les deux propositions suivantes.

Remargue 2 Si tous les k]- sont de module inférieur 4 1,
ona kj =pp I'algorithme SC se confond avec celni de Schur-
Cohn et les kj sont donc les coefficients de réflexion. Comme

pour l'algorithme classique de Schur-Cohn [9], il est possible
de donner une version de SD qui est plus adaptée au cas des
polyndmes a coefficients réels

Propriété 3 Si P jse déduit de P;a laide de
I'algorithme SD, alors

ne(PJ) = ne(Pj_l)
et
neP) = ne(P)+1 s ki > 1. (3-9)

si ijl <1 (3-8)

Preuve. Envisageons les quatre cas qui apparaissent dans la
construction de Pj 1 apartirde P =

1. Dans le cas (3-6), on remplace P ; par le polynéme 1{’\
défini par (2-18)etl'ona ne(Pj) = ne(ﬁ ) d'aprés (2-17).

2. Dans le cas (3-5), P; vérifie P, + k; P, = 0, 1. 0; = 0
et Ia relation (2-16) donne (3-8) puisque Pj _1= PJ-’.
3. Dans les cas (3-3, 4), Pj_ 1= Q si lkjl <let Pj_ 1=

O si lki> 1, 08 Q vérifie

20(@)=P2) +k; 1">j(z). (3-10)

L'application de 1a Propriété 1 donne immédiatement les résul-
tats (3-8, 9).

Propriété 4  Pour tout polyndme P de degré n, on a
no(P) = co(k) 3-11)

Ot co(k) dénote le nombre de composantes de k£ de module
supérieur a l'unité.

Preuve. Conséquence immédiate de la Propriété 3.

Exemple 2  Soit le polyndéme singulier
Py = (2z+1) Bz +1)(z+1)
= 623+ 4122+ 31z+ 1, k=— 1. (3-12)
On a
#40 =P +kP(z) =10z (z - 1). (3-13)
Donc Q = 10(z — 1) et pour ¢ = 1/2 on obtient
A ~
P =Q + (Plc +kcP)
= 923 + 133/222 + 103/2z - 1. (3-14)

On obtient cn calculant les polynémes & un facteur scalaire
prés :
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ks =109, 280 = P () + k3 P(z) = 16223 + 130023 + 1060z,

P, = 16272 + 1300z + 1060 ;
ky = - 530/81, 24Q =P,(2) +k,P,(z) =2(611z +650) ;

Py =0 =611+ 650z, k;=— 611/650.

La relation (3-11) donne n (P) = c,(1/9, — 530/81, — 611/650)
= 1, résultat que l'on peut vérifier directement sur la forme fac-
torisée du polynéme (3-12).

4. TRANSPOSITION AU CAS CONTINU

A tout polyndme p(s) de degré n et a coefficients com-
plexes on-peut associer le polyndme défini par

P@) A (Z‘ 1\";,(“ 1} @-1)

J z—1

Un simple calcul montre que si p(1) # 0 les polynémes p et P
sont de méme degré et que

p(s) = (5— 1)1’(“ 1) =B(P) @2)

ou B est, par définition, la transformation homographique

polynomiale. On peut vérifier que les polyndmes construits &
partir de P i l'aide de I'algorithme SD donné dans la Section 3

se transforment dans B de 1a fagon suivante :

pfs) = BPLj=nn-1..1, @-3)
BP) = 1 h-9 @4
BIPj] = jpj + (1-s)p] @-5)

et

e

o

8f) & 5 - @-—f—-})”’ (py(5) +k; (- 1Y pi(= ) +
(p; /¢ +kjc - V- 9). @6

L'algorithme SD peut alors se transposer au cas continu et
conduit & I'algorithme suivant, dénommé algorithme de Schur
continu (SC), qui permet d'associer a tout polyndéme p(s) tel
que p(1) # 0 une suite de coefficients kj a partir desquels on

peut déduire la position des racines de p(s) par rapport a l'axe
imaginaire.

Algorithm SC
1. Condition initiale : p, = p.
2.Pour j=n,n-1,..
= CY M pi- /B
1© = (po)+ k- V5o 0)/6-D' @D

Pi-1 =4
Pj_ =q

si Ikl <1 4-8)
si Il > 1 49

0 @-10)
letg#0. (4-11)

pj 1 Jopj+(1—S)pj si g
p; =pj s1 lkjl

Les propriétés de la transformation homographique définie
par
s>z=@E+D/6E-1D;z>s5=0+1)/(z-1) 4-12)

donnent immédiatement
n=(p) = ny(P), i0p) = n(P), n*(p) = ne(P) (4-13)

ol n(p), no(p) et n*(p) désignent respectivement les nombres
de racines de p a parties réelles négative, nulle et positive.

Les résultats de la Section 3 se transposent au cas continu
et I'on obtient, en particulier, la proposition suivante.

Propriété 5 L'algorithme SC permet d'associer & tout
polynéme p(s) de degré n a coefficients complexes et tel que

p(1) #0, un vecteur unique k et l'on a

nt(p) = co(k)- 4-14)

Remarque 3 VL'algorithme SC peut étre adapté au cas
particulier important des polyndmes 2 coefficients réels et
conduit 2 un algorithme du type Routh-Hurwitz.

5. CONCLUSION

Une nouvelle version du test de Schur-Cohn a été présentée
puis transposée au cas continu. Cette version tient compte de
toutes les singularités apparaissant dans le test classique et
conduit & une expression simplifiée du nombre de racines
située a l'extérieur du cercle unité pour un polynéme donné
quelcongue. L.
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