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Le but de cet article consiste & fournir

un théoréme permettant d’élargir les
hypothéses du théoréme de Bedrosian.

En effet, celui-ci nous indique que, pour deux
fonctions f et g dont les supports fréquentiels
de F et G (Transformées de Fourier respectives
de f et g) remplissant certaines conditions,
alors la transformée de Hilbert du produit

f.g peut se séparer et s’écrire sous la forme

f.Hilg).

The object of this paper is to present a theorem
which allows the exploitation of the Bedrosian
theorem. The Bedrosian theorem states that for
any given two fonctions f and g with their
frequency support of F and G (the Fourier
transforms of f and g respectively), that

satisfy certain conditions, the Hilbert transform
of the product f.g may be, reexpressed as

f.Hilg]
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RESUME

Le théoréme proposé va nous permettre pour

une certaines classe de fonctions d’écrire

H;[f.g] = f-Hilg] bien que les conditions

sur les supports de F' et G ne soient pas remplies.
L’intérét consiste, bien évidemment,

3 élargir la classe de signaux pour lesquels

la séparation H;[f.g] peut &tre appliquée.

Par ailleurs, une autre démonstration du théo-
réme de Bédrosian est proposée utilisant
Pécriture analytique des supports fréquentiels.

SUMMARY

The theorem proposed in this paper relieves

the conditions of the Bedrosian theorem

for a class of function and allows the

equality H;[f.g] = f.Hi[g] even in the case

where the support of F and G are not fulfilled.

The avantage of this theorem is the enlargement

of the class of signals to which the

separation applies. On the other hand, an alternative
proff of the Bedrosian theorem, based on the analytic
form of the frequéncy supports, is proposed



Théoréme de Bedrosian

(1] (2] [3] '

Soient f(t) et g(t) deux fonctions qui appartiennent
a Ly, de transformées de Fourier F(u) et G(u)
respectivement telles que :

F(p)
et G(u)

|u| > B
< B

est nulle pour
est nulle pour

H; = Transformée de Hilbert
(l<p<oo) [4

0,
t—u

Alors Hi[f.g] = f.Hig]
On rappelle que pour f € L,

Hilf] = [vpi*f] ) = VP%/

—00

converge pour presque tout t.

Remarque :

Cette condition sur f s’avére suffisante mais non nécessaire
et on supposera par la suite que pour les fonctions ou
distributions considérées, la transformée de Hilbert existe.

Preuve :

Il nous faut démontrer que H;[f.g] = f.Hi[g] en
considérant que :

VP ( o %) (1) = TF~Y{—jsign(v).F(v)}

avec VP : valeur principale au sens de Cauchy.
Nous pouvons écrire :

TF{H[f.q]} = TF {VP [f.g . i} (t)}

Comme TF{VPL} = —j sign(u) il vient :

+o0
TF{H/[f.q)} = / F(0)Glu — v)(—jsign(u))dv (1)

Etant donnés les supports de F et G, le domaine
d’intégration devient :

(=B + B]N] — oo, — B]U[~B,+B] N [B + p, +0[
Sip > 0, alors le domaine devient :

[-B,p— B] et sign(p) = +1

(1) devient :

u—B
= / PG - o) )

Sip < 0, le domaine devient :

[B+p,B] et sign(p) = -1

(1) devient :
. B
i [ POGG-vw (3)
Bty

Le deuxiéme membre de 1’égalité de Bedrosian peut s’écrire,
en prenant la transformée de Fourier :

TR B} = TREVP [ ] ()

qui peut encore s’écrire :

+co
PR = [ FO)G-o)(-d)sion(a—e)dv (4

Comme précédemment :
si s > 0, le domaine d’intégration devient :

[_B’#_B]

et sign (1 —v) = +1 dans le domaine considéré
(4) devient : '

u—B
~i [ F@)G(- ds (5)
Si g < 0 le domaine devient :
[B+ p,B] et sign(p—v) = -1
(4) devient :
B
i [ PE)GE= v (6)
B4-p

Nous remarquons que (2) = (5) et (3) = (6).

Ainsi le théorénie de Bedrosian est démontré.

Remarque : Si G(u) est nulle pour |p| < B alors le signal
analytique @(t) associé & g(t) soit :

e(t) = g(t) + jHilg(t)]

est tel que : TF{p(t)} = () =0siu< B
La réciproque est fausse.

Notation :
F et G représentent respectivement les transformées de
Fourier de f et g.
H;[f] représente la transformée de Hilbert de f.

Théoréme proposé

On considére deux fonctions f(t) et ¢ telles que :
 est une fonction rationnelle complexe pouvant se mettre
sous la forme

g avec d%>d% +1

g possédant que des racines 3 partie imaginaire stricte-
ment négative.
f est une fonction rationnelle réelle dont les péles com-
plexes & partie imaginaire positive ou nulle sont égaux &
des zéros de .



1. Alors ¢ représente un signal analytique.
Si, écrivant f¢ sous la forme :
pL
Q
alors fy représente également un signal analytique
et notant g la partie réelle de .

ona dq >d%p1 41

H;[f.g] = f.Hig]
note : Parrapport au résultat donné par le théoréme
de Bédrosian [#], nous nous sommes affranchis des
hypothéses sur les supports de F' et G.

[#] E. BEDROSIAN, ” A product theorem for Hilbert

Transforms” Proc. IEEE, vol.51, pp. 868-869, may
1963.

Preuve de 1

> n+l

L, +a) o=
o(t) = ==——% avec Im(p) € R*™
( ) H?:l(t'*'pk) ( a? c C
9
Calculons ¢(p) la transformée de Fourier de o(t).
| {2
m

C3
@ap Cq
7 R
’CQ ®
X iy (pn) Cq

11 vient :
o = [ peimas
R
Dans le plan complexe { — z.

/ + = 0 d’aprés le théroréme de Cauchy.
c1 Jes

Nous appellerons B; P’intégrale sur le contour C;.
Ainsi :

Bl + Bg = 0 (8)
Calculons la limite de Bz quand |z| — oo.
Sur Cs,
posons z = Rei? .
et M(R) = sup |p(Re'?)] 8 €[0,n]
By = f(;"' (p(RejO)e-ijuR(cos 047 sin ")jReJ"’de

I

Dans le demi-plan supérieur, sinf > 0 donc :
lle < / M(R)CZWpRsinORdg
0

Par hypothése d°[¢(z)] < —1, ce qui nous permet
d’écrire :

limM(R) R < cte
R—co
. vy . lim|Bs| _
Si g < 0, l'intégrale converge vers zéro donc Reooo = 0

(On peut appliquer le critére de la convergence dominée
de Le.besgue).
Par (8), nous en déduisons que :

¢(p)=Bi(z€R)=0si u <0 (9)

Par ailleurs :
/ +/ = —2j7rZRes.[go(z)e'z”"’j,pk]
Cs Cs k

11 est évident que :

lim|By)] = 0 si p>0 méme démonstration
R — o que pour B3
Posons :
Bs+Bys=p (10)
Nous en déduisons que :
¢(m)=Ba(z€R)=Fsi >0 (11)
Preuve de 2
f.p peut s’écrire :
s my 2 ny+1
72, (¢ + ) ny<n etm>m
F= T gy ™ | Impr) € R
a; € C

Nous nous retrouvons donc dans le cas 1 (démonstration
précédente) et f.o représente un signal analytique.
Comme ¢(t) est analytique, elle peut s’écrire :

o(t) = g(t) + i Hilg ()]

soit, en multiplant par f(¢)

fe= fg+ifHig] (12)
Mais fo est aussi analytique par construction
fo=Re(fo) +iHilRe(f))
Mais f est réelle et R (p) =g
= fo = fg+iHilf.g] (13)
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En identifiant (12) et (13)
Hi[f.g] = fHilg] (14)

Nous avons établi ce résultat sans que F'(u) soit & support
borné et que ¢(p) (qui peut aussi s’écrire —jsign(p)G(x))
ait son support sur [B, +ool[.

Remarque : [5]

= {0, nous aurions pu

Pour démontrer que hm_‘)BSl

o0
écrire :

. . . 20 T
sinf = sin{w — ) et sinb > . pour 6 e [O, 5]

Ainsi |B3] < 2R.M(R) Jbz eRe g — ﬂ_;_,(fl (6274'}2;4 _ 1)

R— o

RS ‘.

Soit : =0sip<0

Par (8) et (9) il vient :
$u)=—Bs=0sip<0
Par (10) et (11) il vient :
¢(n) =B —~Bs=0sip>0

Ceci nous montre que () est un signal analytique (signal
analytique associé & g(¢)).

Par ailleurs, les hypothéses du théoréme proposé nous
ameéne a (14).

Remarque :

En décomposant ¢(¢) en éléments simples :

m Ay
(1) = Zt+pk

k=1

On pourra écrire, si g > 0

d(u) = _QWjZAke_jzﬂﬂpk (=8)

k=1
exemple : [6]
Soit f(i) = 't_g_}lTa—i (p(t) = E;I.“’_tlz)‘(]&‘_ﬂ’;ja’bl et by >0
On trouve : Vu F(u) #0
¢(pu) =0si p <0 sans condition sur G(u)

Conclusion :

Il apparait donc que les fonctions ¢ et fi représentent
des signaux analytiques (quand elles remplissent certaines
conditions).

Ceci nous permet donc d’écrire :

Hi[f.g] = fHilg]

sans pour autant que les transformées de Fourier F(u) et
G(p) remplissent les conditions du théoréme de Bedrosian.
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