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RESUME

Pour modéliser un processus stochastique vecto-
riel de maniére efficace il faut non seulement préci-
ser 1l'ordre du modéle utilisé (le nombre de coeffi-
cients matriciels dans le cas d'un modéle ARMA, la di-
mension de l'état dans le cas d'une représentation
d'état) mais également sa structure (un ensemble de
paramétres entiers qui caractérise une forme canonique
permettant de représenter le processus). Si on omet de
spécifier la structure, la paramétrisation est redon-
dante, le modéle non uniquement identifiable et on
peut s'attendre A une procédure d'identification des
coefficients du modéle numériquement mal conditionnée.
L'estimation de la structure est donc un préalable a
toute identification non ad-hoc d'un processus vecto-
riel.

On propose une méthode qui permet d'estimer la
structure d'une représentation d'état d'un processus a
partir de l'observation d'une de ses réalisations., On
suppose que le processus observé admet une telle repré-
sentation, qu'il s'agit donc d'un processus & spectre
rationnel, ou encore, qu’'il peut étre vu comme la sor-
tie d'un systéme linéaire invariant attaqué par un
bruit blanc vectoriel. L'algorithme proposé construit
séquentiellement un ensemble de vecteurs lignes liné-
airement indépendants de la matrice de Hankel construi-
te sur la suite des matrices de covariances estimées.
Il fournit les invariants de Kronecker 1iés a 1'obser-
vabilité.

FORMULATION DU PROBLEME

On considére un processus y, vectoriel de dimen-
sion p, stationnaire, de rang plein qui admet une re-
présentation d'état d'ordre minimal n :

Keoq = F X, +Ke,
€Y
Yy = HX + e

ol e, est un bruit blanc vectoriel de dimension p (le
processus d'innovation de y,) et de matrice de cova-
riance définie positive Z. A partir d'une suite d'ob-
servations (y,} de longueur T, nous indiquons comment
déterminer 1'ordre n du processus et un ensemble de p
entiers appelés des invariants de structure. Ils per-
mettent de définir parmi l'ensemble des triplets

{HT, T’1FT, T'K avec T une matrice inversible) qui
tous représentent le processus, un triplet spécifique
identifiable de maniére unique dans lequel ne persiste

aucune redondance paramétrique. On va choisir un en-
semble d'invariants -les invariants d'observabilité
de Kronecker- qui vont considérablement diminuer le

nombre de paramétres a identifier : en effet alors que

les matrices (H,F,K) contiennent n°+2np éléments, on
peut montrer [1] que les p entiers caractérisant la
structure et au plus 2np paramétres réels suffisent

pour représenter la méme information. Le triplet
(H,F,K) correspondant sera sous forme canonique, rem-
pli de O et de 1 et d'au plus 2np éléments réels a
identifier. On peut espérer que 1'élimination de la
redondance va conduire a une efficacité accrue des al-
gorithmes d'identification.

in an efficient way a para-
stochastic process, one has
order of the model but also
its structure. We present a procedure allowing to es-
timate the structure of a state-space representation
of a multivariate stochastic process from measured out-
put data. It is assumed that the observed time series
is a realization of a process with rational spectrum
or the output of a stable, invariant linear system
driven by white noise.

In order to estimate
metric model for a vector
to specify not only the

We propose an algorithm which selects a maximal
set of linearly independent rows of the Hankel matrix
built upon the estimated covariance sequence. This set
is obtained by sequentially testing the smallest sin-
gular value of submatrices of the Hankel matrix and
yields estimates of the observability Kronecker inva-
riants., The scheme when compared to the existing ones
on simulated examples, ewibits better or at least com-
parable results for a much lower computational comple-
xity.

A partir de (1) on vérifie, qu'en définissant la
suite de covariance

R; = E(¥y,; Vi) » (2)
on a .
R, =HF'G k>0
T
Ry =Ry
R, ~HPH +Z
ot P = E(X, Xt) et G = E(X4y y{) satisfont :
P=FPF +KZK
(3)

¢=FPH +KZ

Y;

Si les vecteurs infinis du futur Y,

¥y, sont :

et du passé Y, de

T
Y = [y yiar viez oo
)

Y, = [yl vl vis ]T
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il est facile de vérifier que

R,

R R.
H-ey viy - |2 ° (5

Rs

1

est une matrice bloc-Hankel de rang n que i'on peut

écrire
H=0C¢C (6)

avec
0= [ H=HPHT @yt T

C = [G FG F?G ...]

les matrices d'observabilité et de controllabilité as-
sociées au triplet (H,F,G).

Dans ce contexte, l'ordre n étant suppposé connu,
estimer la structure revient & indiquer comment spéci-
fier parmi 1'infinité de triplets équivalents (H,F,G)
qui permettent la factorisation (6), un triplet repré-
sentatif de la classe d'équivalence & laquelle appar-
tient le processus d'ordre n considéré, 1'ensemble des
processus d'ordre n pouvant étre décrit par un nombre
fini de classes. On choisira en général comme représen-
tant un triplet de matrices contenant un nombre mini-
mal de composantes différentes de O ou 1. Ce probléme
de structure de systémes linéaires a été longuement
étudié [1,2] et nous indiquons simplement que sa solu-
tion est équivalente & définir les diverses maniéres
de sélectionner des ensembles de n lignes (colonnes)
indépendantes de la matrice infinie H(5). Dans la sui-
te nous supposerons que les p premiéres lignes (colon-
nes) de H sont indépendantes et ne considérerons que
la sélection de 1lignes indépendantes. On peut notexr
qu'a cause de la structure bloc-Hankel si la j®™¢ ligne
est linéairement dépendante de celles qui précédent,

il en sera de méme des lignes {j+kp, k =1,...}. Si on
associe alors & une sélection un n-uple S(n) =

(i1,i2,...,in) avec ij < ij+1 les indices des lignes
retenues, on ne considérera que les n-uples satisfai-

sant les 2 conditions

condition 1 : j € S(-) pour
condition 2 si j > p € S(-) alors

j=12p

j-p €8()
Et en fait nous nous limiterons 2 l'unique sélection
qui consiste & choisir les n premiéres lignes indépen-
dantes de H. Les p entiers n. associés de la maniére
suivante a cette sélection S(n

j=1lap (7

n; = arg min (j + mp & S(n))
m

sont alors les invariants de Kronecker. Nous n'indi-
quons pas quels éléments des matrices H et F peuvent
étre fixés a2 0 ou 1 pour une telle sélection [1,2,3].

Notre but est donc de proposer une maniére d'es-
timer les invariants de Kronecker 4 partir de T obser-
vations d'un processus y, admettant un modéle de la
forme (1). On commence alors par estimer la suite de
matrices de covariance du processus

~ 1
B = =2 Yeu; W (8)
T-j .

et on poursuit en testant de maniére séquentielle la
plus petite valeur singuliére d'une suite de sous-
matrices de H(:) de dimensions non-décroissantes, ol
H(+) est une matrice de Hankel de dimension finie cons
truite a4 1'aide des covariances estimées (8).

Soit alors MH(S(k),M) 1la sous-matrice de dimen-
sion (k,Mp) construite 2 1'aide des M premiéres bloc-
colonnes de H(5) et des k lignes dont les indices sont

spécifiés par le k-uple S(k). Supposons pour le moment
que M est infini alors sur la matrice H(5) exacte on
peut procéder de la maniére suivante pour estimer les
jnvariants de Kronecker, pour identifier les premiéres
lignes indépendantes.

Comme les p premiéres lignes sont (supposées) in-
dépendantes ; posons k = p, S(k) = (1,2,...,p) ;
déclarons autorisées toutes les autres lignes et

réalisons 1'algorithme suivant

1) ajouter la ligne autorisée suivante d'indice

¢ a la sous matrice MH(S(k),M) et calculer sa

plus petite valeur singuliére

elle est non-nulle : ajouter 1'indice £ &

S(k) pour obtenir S(k+l) et retourner en 1)

- si elle est nulle : enlever la derniére ligne
£, déclarer interdites toutes les lignes
d'indice {(&+jp ; j = 0,1,...} ; retourner
en 1) s'il reste des lignes autorisées si-
non la procédure est terminée.
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k=n, S(k=n) contient les indices des n
lignes indépendantes dont on déduit les in-

A la sortie
premiéres
variants deo Kronecker (7). Le nombre de bloc-colonnes
M doit étre suffisamment grand pour ne pas interférer
avec la procédure décrite, si on suppose connaitre n,
un majorant de n, on peut montrer [4] qu'il suffit de
prendre

M=n-p+1 (9)

Notons que cette hypothése, la connaissance a priori
d'un majorant de n, apparait toujours et est inhérente
a4 ce type de probléme. L'algorithme va en fait étre
appliqué a H(S(k),M) de dimension (k,Mp) une estimée
de H(S(k),M) et 1'on a

FC-) = W) + 8 HC) (10)
ol le terme dominant dans & H(:) est d'ordre T'%, no-
té O(T-é). En effet les estimées (8) des covariances

Rj sont convergentes et asymptotiquement normales, il

en est donc de méme pour ﬁ(-) et § H(-) peut étre vue
comme une matrice aléatoire gaussienne, centrée, de
variance d'ordre T"'. Pour T fini, ﬁ(-) est alors gé-
nériquement de rang plein et puisque dans 1'algorithme
proposé plus haut les sous-matrices A tester possedent
au plus une valeur singuliére nulle, il nous faut dé-
finir un test permettant de décider si o,;,, la plus
petite valeur singuliére courante, doit étre déclarée
nulle ou non.

ANALYSE

. Nous allons étudier les propriétés statistiques
de 0,;,, la plus petite valeur singuliére de H(S (k) ,M).
sous l'hypothése que la sous-matrice exacte correspon-
dante posséde une valeur singuliére nulle, unique et
bien isolée. De ces propriétés nous déduirons un test
qui, inséré dans 1'algorithme précédent, constituera
la procédure d'estimation de structure recherchée.

La décomposition en valeurs singuliéres de la
matrice (rectangulaire) H(S(k),M) de dimension (k,Mp)

avec Mp > k est notée

H(:-) =U = VT

avec U et V des matrices carrées orthogonales. Nous
partitionnons ces matrices
£ 0O
2= U= [U; uyl V= [V, V,] an
0 o, O



avec 21 = diag(o;) et o 20, > ... Og.q >0,
u, est le vecteur propre nul unique de H(-) H(-)T et
V, une base orthogonale du noyau de H(-)T H(-) de di-

mension Mp-(k-1). En désighant par ﬁ, i, ¥ ... les
¢léments de la décomposition en valeurs singuliéres de
H(-), on peut établir la propriété suivante [4]

Proposition : Pour T suffisamment grand et pour une
matrice perturbée H( ), il existe une base V2 du noyau
de MH(-)T H(-) pour laquelle :

G, =¥, +0 (1% (12)
G=u+o0 (%

huf & HC-) VoIl + 0 (T°1)  (13)

2
]

ou lI-ll désigne la norme euclidienne.

La proposition nous apprend (12) que la base §2

estimée est proche d'une certaine base exacte. Dans
(13) par contre la base V2 est arbitraire et comme
H(-) v, = 0, (13) se réécrit

o = Il F(S(k),M) VI (14)

Comme la valeur singuliére nulle perturbée ok
peut étre approchée par la norme euclidienne d'un vec-
teur, nous allons étudier la loi de ce vecteur que
nous notons Z, de dimension r et de composantes z;

z' = u] B (s ,M) v,

r = dim Z = Mp-(k-1) (15)

z; =ul fiC)y v, i=1 a r (16)

1
On peut voir la derniére relation (16) comme la défi-
nition de la wvariable aléatoire z; en fonction de la

matrice aléatoire [H(-) dont une estimée peut étre ob-
tenue de la maniére suivante :

N 1
ICIORMEI-DIS S ONR SO (17)
t
avec, cf. (4) (5)

YD) = [Yeoq Yig -o- Vooul' (18)
et (S(k)) un vecteur colonne construit 4 1l'aide des
k composantes de Y+ (4) spécifiées par S(k). On a
alors pour z; (16, 17 18) :

1
z; o "f% u, v, (1) 19

avec
u, = ul Yi(S(k))
(20)
v (1) =~ vl v

i

Ces relations montrent que z; peut étre vu comme une

estimée de la covariance entre les deux processus u,
et v, (1) qui sont eux-mémes des combinaisons linéaires

des composantes de y, & différents instants. Ces pro-

cessus sont donc centrés, stationnaires et z; va véri-

fier un théoréme limite centrale. Il en est de méme

pour le vecteur Z qui converge donc en loi vers un vec-
teur gaussien centré de matrice de covariance Q que

nous allons évaluer. Dans un premier temps, on peut

vérifier que :

o= 0.

E(ue Vo (1)) = uf (E(Yp(S(K)) Yo, ;DT vi (2D

est nul pour j 2 0 et i =134 r. En effet, la matrice
intervenant dans (21) est construite 2 l'aide de bloc-
colonnes de H(S(k),) qui par définition de u, satis-
fait ul H(S(k),) = 0. Dans un deuxiéme temps, il est
important de noter que u, est un processus m-dépendant.
En effet si on définit

Y, (J) = E(u, ut-j)
= u T, (22)
avec : T,(3) = EQY(S(R)) Yoo j(8kNT)  (23)

et si 1'on note N, le nombre de bloc-lignes dans les-
quelles S(k) sélectionne au moins une ligne, il est
facile de réaliser que pour j > N, les composantes de

;. ;(8(k)) sont également des composantes de Y; et que
par conséquent les k colonnes de T,(j) sont au531 des
colonnes de H(S(k),»). On en dedult :
Y,(J) =0 pour j 2> N

ce qui établit que wu, (20) est un processus m-dépen-
dant d'ordre N -1. Cette propriété est importante car
elle implique qu'il n'y a qu'un nombre fini de termes
non nuls dans 1'expression de E(zizj) et donc dans

" celle de Q = E(ZZ') dont on peut vérifier qu'elle vaut

N -1
Lo : T
Q = V5 97, (0T, (0)+ ézlwuw)(rv(z)n\,(e)) v, (24)
avec : Ty (£) = EQY (M) Yi, (D7)

Y, () définit en (22,23) et N, le nombre de bloc-

lignes affectées par S(k).

Résumons les résultats obtenus et spécifions le
test que nous proposons a chacun des pas de l'algo-
rithme précédent. Etant donné H(S(k) M) de vrai rang
k-1, nous savons que sa valeur singuliére mininale
peut étre approchée par la norme euclidienne du vec-
teur 2(15) qui est asymptotiquement en T, gaussien,
centré et de variance Q(24). On sait qu'alors

p=2' Qlz (25)

est une variable aléatoire du Chi-deux A r degrés de
liberté et que dans le cas contraire, si Z n'est plus
centré (associé & une valeur singuliére non nulle), sa
loi est différente. La régle que nous proposons est
alors de la forme
w < t, = rang f(S(k),M) = k-1

X (26)
p>t, »rang H(-) = k
ol le seuil t_ est fixé de maniére a réaliser une cer-
taine probabilité de déclarer de rang plein une matri-
ce de rang déficient.

4 indiquer comment, & 1'aide des
données, construire des estimées de Z, Q et p ces
quantités n'étant pas disponibles. Il est alors cru-
cial de vérifier que la valeur numérique prise par p
ne dépend pas de la base V, (11,12) utilisée dans le

calcul de Z et Q. On peut donc utiliser 62 (12) la ba-
En fait on remplace 62

I1 nous reste

se qui dépend des observatioms.
par 62 la seule base disponible en vérifiant que l'er-

reur ainsi introduite dans 1'évaluation de Z, Q
est bien négligeable. On a alors (15)

et
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- G fsao.m G
' N 27N
= [g, 00 .. 0]

L'estimée 6 de Q s'obtient de méme (22,24) en rempla-
cant les quantités inconnues par leurs estimées. Les
composantes nulles de Z (27) ne devraient pas trop sur-
prendre, ce sont des estimées de termes de 1'ordre de

T que nous négligeons quand nous remplagons Z par Z.

RESULTATS DE SIMULATION

Nous présentons des résultats de simulation sur
un exemple proposé dans [5] et repris dans (6,7]. Peu
de méthodes non heuristiques existent pour estimer la
structure. Nous appliquons 1l'algorithme décrit dans le
deuxiéme paragraphe avec le test (25,26). Il en résul-
te les différentes étapes suivantes :

- estimer les premiers termes
riances (8)

- construire la matrice bloc-Hankel (5)

- extraire des sous-matrices m(S(k),M) avec un nom-
bre non décroissant k de lignes et M(9) bloc-
colonnes

- pour chacune des ses sous-matrices

de la suite de cova-

- faire la décomposition en valeurs singuliéres
pour obtenir g,, u, et V, (1ll)

- construire“ A ,(272 et Aévaluer 6 (22-24) en

utilisant ue, Vo, T, et T,.

- former p (25) pour le comparer a t. (26) le
seuil fonction de r (16) le nombre de degrés
de liberté et la probabilité de "fausse alar-
me" que l'on a choisie.

Les données sont générées
considéré dans [6,7].

4 l'aide du systéme suivant

Xew1 = F Xt +Bu +K e,
(28)
¥, = H X + e,
0 1 0 0
avec F = 25 0 .25 B = |1
1 0 0 0
.00547  .063
100
K = .119 .157 H =
001
.674 .000666

avec e, du bruit blanc centré de variance Z = 0,2 I et
u, une suite scalaire aléatoire centrée prenant les
valeurs * 1. En considérant une longueur d'observa-
tions de y, de T = 500 et un ordre maximal a priori

n = & dans (9), on obtient typiquement les résultats
suivants ou k désigne le nombre de lignes dans le k-
uple S(k) et r le nombre de degrés de liberté (15) de
p (25) sous l'hypothése que H(S(k),3) posséde une va-
leur singuliére nulle. Pour cet exemple, l'ordre exact
est 3 et la structure correspondante S(3) = (1,2,3).

k| S(k) polr décision

3(1,2,3 13.37|4] garder la derniére ligne
4(1,2,3,4) 3.09{3|rejeter la derniére ligne
4]1,2,3,5| 4.31{3|rejeter la derniére ligne

Dans la derniére colonne nous avons indiqué la déci-

sion découlant de 1'application de la régle (26). Il

faut, bien entendu, choisir a priori une probabilité

de "fausse alarme" pour en déduire la valeur des seuils
t . Mais dans le cas de cet exemple qui, d'aprés les

résultats de [6,7], ne paraissait pas trivial, on voit

que la structure estimée sera la bomne dans une large

plage. Notons en plus que la charge de calcul de notre

approche est sans commune mesure avec celle de la mé-

thode proposée dans [6,7].

CONCLUSION

Nous avons proposé une procédure qui permet d'es-
timer la structure et l'ordre d'un processus stochas-
tique vectoriel. Le test a été développé pour estimer
les invariants de Kronecker (relatifs & 1'observabili-
té) mais ils peuvent bien sur étre utilisés comme des
indices de structure dans des représentations & para-
métrisation non minimale. Le test peut également étre
modifié pour estimer d'autres invariants correspondant
notamment & d'autres maniéres de sélectionmer les 1i-
gnes (ou colonnes) indépendantes de la matrice bloc-
Hankel.

Par ailleurs, si on désire uniquement obtenir une
estimée de l'ordre mn d'un processus vectoriel, l'ap-
proche proposée peut sembler longue. Une fagon plus
directe de procéder comsiste alors a réaliser la dé-
composition en valeurs singuliéres d'une matrice car-
rée a M bloes H(M,M) unique et a développer un test
qui permette de décider combien de valeurs singuliéres
doivent étre déclarées nulles, Un tel test peut étre
obtenu & partir de l'analyse que nous avons proposée
mais de maniére générale on observe sur les simula-
tions que le saut entre la n-iéme valeur singuliére
(la plus petite non-nulle) et la (nt+l)-iéme (la plus
grande "nulle") décroit quand l'ordre de la matrice
considérée augmente. Dans la pratique, il est donc im-
portant de ne pas prendre un nombre de bloc-colonnes
trop important.
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