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RESUME

La représentation en ondelettes décrit un signal a une combinaison lin&aire d'ondes changées d'échelle et
décalées. Elle s'interpréte comme une fonction d'interambiguité&. POur les signaux asymptotiques le module de la
transformée se concentre autour d'une ar8te définissant le 'squelette" de la représentation. Elle permet néan-

moins la reconstitution approchée du signal avec une grande qualité. Ces propriétés sont utiles pour interpréter
les récepteurs des syst@mes SONARS animaux.

SUMMARY

The wavelet representation describes finite energy signals with scaled and delayed copies of a standard wave.
It way be interpreted as a cross ambiguity function. For asymptotic signals the representation exhibits a main
ridge which defines the so called "skeleton'". It enables a rather accurate reconstruction of modulated signals.
These properties appear very useful in the study of animal SONAR systems.



Introduction : La représentation en ondelettes met en oeuvre les propriétés de changement d'échelle, 3 la
différence de la transformation de FOURIER adaptée 3 1'invariance par décalage temporel du filtrage linéaire.
Elle raméne un signal d'énergie finie a une superposition lin&aire de signaux changés d'échelle et retardés. Le
sens physique d'une telle transformation est 1ié 2 1'interprétation des signaux filtrés dans des syst&mes &
bande relative ou "surtension' constante. Ceci est fondamental dans 1'étude de la propagation des signaux en
gBophysique, ol cette représentation fut introduite[l]. Le développement de cette représentation est d'une
importance certaine pour les signaux acoustiques, notamment pour les récepteurs biocacoustiques des systémes
Sonars animaux en présence d'effet DOPPLER.

1) Représentation en ondelettes et fonction d'Ambiguité :
g

2
Nous utilisons ici la définition de la représentation d'ondelettes 213]. soit Sél{IR), un signal d'énergie
finie 3 valeur réelle et G(t) 1'ondelette subissant les changements d'échelle et les décalages. On appelle

représentation en ondelettes {f(b )7) la quantité ;23 x*
) /(t,y);/’;}_éQS(w)G (p(u-b)) cue
oil G(U—);’E%(V} :fﬁg—;(u)ézmy’l’(m posséde le; propriétés suivantes :[2)[3] [3b]
Geg el ,\[R/g—[Vle%)_' <00 3 gOv) = gw. UW)

OGU(\)) est la fonction unité d'HFAVISIDE traduisant le caractére analytique de g. Si G ohéit aux relatiomns (2),
G est dite admissible et analytigque.

Utilisant les propriétés définies en (1) et (2) on montre alors que : [2:][3b]
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Ceci permet de reconstituer S(t) & partir de s(t,y) et de G(t) par intégration sur y et t. Compte tenu des
propriétés de P la relation de reconstitution & date t fixée s'éerit :[3b]]
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Cette relation permet une inversion aisée de la représentation en ondelettes&b,y).

La définition de {exprimée par la relation (1) *
Jix, n)= ;—o_fggy*[—y!),d(v) ety = /ﬁ/RS(uj G (9(u-{;))du,

montre que la représentation s'interpréte comme la fonction d'i,?éterambiguité entre le signal S et 1l'ondelette
analysante G :
Sikyy) = %sa (,9)= Vg [ Sw)G(g(t-w)) du

Cette derniére remarque relie la représentation i 1'ensemble des recherches faites sur la fonction d'ambiguité

et 3 1'interprétation physique proposée par Y. MEYER 2 1'aide du changement d'&chelle[4][5]. Cet aspect incite
alors & utiliser les procédés déji mis en oeuvre dans 1'étude des signaux et de leur fonction d'ambigu'ité[f)].

2) Représentation en ondelettes et signaux asmptotiggsl:

a) Signaux asymptotigques : [6][7]
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Nous appelons signaux asymptotiques les signaux d'énergie finie ZELctels que le modé&le exponentiel est
proche du signal analytique ZZM=A6L§’¥.Z(’b) , oi Z est le signal analytique associé au signal 3 valeur

réelle S : [6] .
$(t
S(t) = A(t) cos?(t) B Z(E) = A(t)é )

Ces signaux poss&dent des &pancuissements au sens de D. GABOR i valeur AEAY grande :[8] Ab.AV >>217r-l_

At) eté (t) sont 1'amplitude et la phase instantanées, Y;(t) fréquence Instantanée est telle que :V/‘-‘.—..-z. ‘i_%
1T

b) Représentation en ondelettes et phase stationnaire : [7#]

En utilisant la définition de la représentation en ondelette et 1'écriture analytique de 1'ondelette G(t)onk

. = A “;ég(t) <
Glo=Aqee /f(b,y)ﬂﬁfA(u)Aq(ytu—b)) e Py,
avec H,C(,u_):: §(u,)—§6(9(u._b)) A R

ot M est un paramétre caractéristique du type de modulation de fréquence considéré :[6]M=BT, 2r¥d avec B, T
bande et durée du signal, ¥J fréquence de début et a paramdtre de modulation pour une modulation hyperbolique.
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La méthode de la phase stationnaire indique que :[7] F(rj,) =fMUL) e dar ) /&>>i
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Fse manifeste par 1l'existence de points stationnaires ug tels que : aC((.LA)EO)'C(.(L/A)#O
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Dans le cas ol : L(M«,d)'_"o > L(“’A):‘:O’Fs'exprime alors par :[7]

Fuo= (&) (§Lwa)s P LU 48 M) + B (C213)

Ces différentes situations peuvent 8tre décrites 4 1'aide de la théorie des catastrophes appliquée aux intégrales
oscillantes [9] 10}. D'aprés la définition de ‘{z on note une variable d'état u de corang unité, et deux variables
de contrdle b etr)la codimension vaut deux. Les possibilités dans le plan (b,?) se réduisent 3 :[6]]

- des points statjionnaires réguliers
- des points de catastrophe de pli ou de fronce

c) Expression asymptotique de la représentation d'ondelette :

-
Compte tenu des relations précédentes il vient : £(U-A) =0

Ve (8) =hVg (nlwg-b))

avec \)A: ) \)G fréquences instantandes du signal et de 1'ondelette G :

pLlug) = 2m( (‘j—&) B ‘72(‘”—‘}&) (')uu-b)))
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qui exprime la représentation d'ondelette en module et argument. Le module ne dépend que des enveloppes du
signal Z et de 1'ondelette G et de la différence des pentes de modulation. Ceci montre que dans le cas d'une
ondelette 3 fréquence pure (MORLET-GROSSMANN) seul Y intervient sur le module. L'expression des points
stationnaires ug se traduit aisément & l'aide de la figurelsuivante. A chaque valeur de fJ est associée une

_ valeur de ug(n) et du retardb , b=bs( ui
st t s p) 25(7) q

. A A AL A A A AN détermine la position du point d'intersectiondev;ebV.-
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Connaissant les fréquences Vcoet Vg4 définissant \)Glu,)

ce qui conduit 3 :

—*?Ogr) ’ 15 et la bande occupée par V,(u) on détermine la plage
Figure 1 'ms

de variation du facteurr} . Si AG(u) est une fonction
paire réelle maximale & 1'origine \AG\\<AG(O),alors
-(b,h) est maximum & YEfixé pour b = ug. En ce point
la quantité ('r)(lha:f/au)est alors nulle. La figure 4
suivante illustre cette situation,pour un signal S
modulé ol ¢ =w°%+db) , d'enveloppe carrée du durée

T ='j,5n‘6_Ce signal fait apparaitre par calcul direct
deJune aréte correspondant au module maximum et au
point stationnaire de 1'argument dedd.

S
W, = 210"rd[s )ol=& i =Wo
v =150,vc=zo§£HzH o

Figure 2

Analyse par ondelette a frequence
fixe: g =21V (fcas cite en d)

d) Cas d'un signal 3 modulation linéaire de fréquence avec ondelette 3 fréquence fixe :

Avec :[2]: AG(,U..)=GXP(—T‘-*'2/’C°2') )“3't°¢$ 33, 9 éq(u.) = -ZTI'VC-U.

ondelette pratiquement admjssible et analytique pour Vc),%’ et dans le cas d'un signdal 24 amplitude constante de
durée T de 1oiv‘-=\é-§_u ,% est montré par la relation suivante_:
T Lo T Alws)Agln(ug_by) etl Blus)-E5(ylus-b)+T] (1)
Le module de J; présente une ligne de créte si Ag(u) est paire et maximale 3 u = 0 :
132 | = £V Alus)Agl9lus-b)) 5 D =Vilbe) =Yelbe)/Ye . (2)

quijst la trace de 1l'aréte dans le plan (V’b) avec b = t, point stationnaire dé&fini par la figure 2. La phase
z

de s'interprite en notant que : Chgjz +a7._r___ L =2rrl\/;((_%°)l7- 1) “ZIT?Vc (V’d — ZVCT - b)

avecV, T:N- . Les caractéristiques de la modulation de fréquence Vjapparaissent par le rapport \_}9 et la bande B.
d q q '43PP P PP )

Le second terme est 1ié ETM . La transformée d'ondelette occupe dans le plan un pavé défini par :

B . 2
[—k ,rp-t-TG ]’{7 ) ? ] avec: ? =‘@,— )7 = \Z‘E . La trace du maximum du module traduit \),(, par 1'equation(»2),
Dm 2¥m m M " M v m Yo = wd
Une étude analogue peut 8tre conduite sur un signal 3 modulation de fréquence hyperbolique de paramétre =22

Les résultats traduisent 1'influence du taux de modulation en fréquence et de la fréquence de. départ Vd s
rapporté & la fréquence Y de 1l'ondelette.



e) Ftude d'un signal & modulation hyperbolique en fréquence :
AWd Logl 4 +a .
L'8tude porte sur un signal du type : Z(u,)_-_- A(u)e ol 3 ,osui.é'l' de fréquence instantanéeVu = $
tel que : M= Wo/y >>4 jun tel type de signal correspond & la classe de ceux émis par les chauves souris pour

leur sonar de veille : My=100KHz, T = 3 ms, d'ol = 1250 et BT 2= 270. A 1'aide d'une ondelette & fréquence
. t . s, - . L. .
fixe Vg 1'analyse conduit 3 J;_’!ﬁi A(uﬁ)éczifﬁ?ﬁ;b» é.’x-c—pg avec: §, (My) = ~Vaol|A+dwl 2, o < s {T
L 2

L'aréte de }_5 surface,gz( ,b) détetminae par le maximum de Ag(u) est donnée dans le plan (q,b) par la‘/d v
courbe : v-':-v/l:(b) = Yilg: (A + ﬂ;b)_'{ avec : o = QTL, )VA-:VM (44n b/,r),oﬁ be vaut : bg S%L?-\%)
d'aprés 1'8quation précédente. L'argt?r-nent de-£ s'éerit alors : |4 ar :‘.A(b)ﬁcy)ot'{‘-\q(r)(b—bc))
dont le premier terme logarithmique se met sous la forme : 27N fm) -feta—(\ld/r)%) tandis que le second

1ié 3 la phase de 1'ondelette présente une fréquence d'oscillation r)VC et un retard caractéristique 1ié& aux taux
de modulation : ‘T‘éL =T (!d_. (1_4)) = T Vo (4_.*)),
m N Ve VN m Ve .-9—
3) Squelette de la Représentation et Reconstitution du Signal :

a) Notion de squelette de la représentation en ondelette :

Les résultats précédents relatifs au module de s, révélent une ar&te dont la trace dans le plan (n,b) coin-
cide avec la loi Vi(u) pour upe ondelette }fréquence pure. On retient que 1l'information de cette aréte en
définissant le squelette de 4,(N,b), noté4,, tel que : v {

" /Jz = /32(7,\93.5(7_7(&:)) P MA=MA(9(5))

ol ?(b) est 1'équation de la trace dans le plan (?,b). Cette quantité se déduit de.é(?,b) en posant AG(O) =1,

b) Reconstitution du signal 3 partir du squelette :

~
Si 1'information contenu? 3ans '{Z(r},b) est convceonable il est alors possible de reconstituer le signal Z(t)
3 1'aide de la relationm :[3b][2 _ 1z . !
Z(t)_k'g O/gz(?;t)y GL? ‘ _,b§(u,,6)

d'oli 1'on déduit (4 kg prés défini par G seul), soit : Zr(t) = \/5}%[9(&,)—1/2 Tz ]»Ua{d=*'

ce qui fait apparaitre une perturbation sur le module de Z par rapport & Z(t). La phase® (t) et la fréquence
instantanées\ﬁs.ont présentées puisque l'erreur affecte uniquement le module par les deux termes Y2 et JL(wis)
contenant.—Y;?-\’G(V)(U — b)) Dans le cas d'une ondelette i fréquence pure {)G(u) = O,ce qui fait disparaitre cet
effet perturbateur.

¢) Reconstitution dans le cas d'une modulation de fréquence hyperbolique : En reprenant le signal
gétudié en 2¢) avec : = t - = Yo = T= 15
B(b)=fmaby 5 Vil =p¥agess ) = 150 Sms
dans les conditions décrites auparavant on tente la reconstitution Zr(t). L'effet sur 1l'amplitude sera 1i€ au
terme 'Q(b)"lf.. V_,;(b)'q/?avec V;;(b): V»43/;16.—.: Y)(b) L'effet de distorsion d'amplitude est alors 1lié a (1+ab)3/2 .
Connaissant Vg (b),équation de 1'arétescet effet peut alors 8tre compensé. La figure 3 a,b suivante nous montre
le signal S = Re{Z)et ST = Re Zr),oﬁ la loi de modulation de fréquence et de phase est parfaitement conservée.

d) Représentation des récepteurs des systémes SONAR animaux :

La réception,gu signal S additionné d'un bruit gaussien stationn%:';re peut &tre rendue optimale par corréla-
tion de Xz(r),b) +M4p(n,b) par la copie z(q,b) ou par le "squelette" £;. Cette opération fournit alors un rapport
signal sur bruit optimisé par filtrage adapté (cf. B. ESCUDIE et al. Journées Ondelettes 1989 Marseille 29/05

au 3/06 1989).

CONCLUSION : L'emploi de la phase stationnaire pour les signaux asymptotiques permet d'exprimer commodement la
représentation d'ondelettes. Nans ce cas le module de la repré@sentation exhibe une aréte permettant de définir
le "squelette" de la représentation. Celui-ci permet la reconstitution du signal sans perturbation sur les lois
de modulation de fréquence. Ceci permet d'envisager la corrélation entre signal et squelette.
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