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RESUME

Dans cette communication, nous preésentons
deux méthodes d’estimation "adaptatives" pour
la décompousition harmonique de Pisarenko.
L’estimation des parametres est calculeée a
chaque nouvelle donnée d’observation permet-
tant ainsi de suivre 1’évolution des freéquen-—
ces de signaux sinusoidaux lorsqu’elles vari-
ent lentement dans le temps. La premiere
méthode algorithmique est basée sur la meé-—
thode de la puissance itérée inverse, dans
lagquelle 17initialisation, pour chague nou-—
velle itération est realisée 4& partir de
1’estimation des parametres obtenue & 17ins-—
tant précédent. La deuxieme méthode utilise
une modélisation autorégressive (A.R.) avec
" soustraction de bruit "

1. INTRODUCTION

La methode de la décomposition harmonigue
proposee par Pisarenko [11 est basée sur la
recherche du vecteur propre associé & la plus
petite valeur propre de la matrice de corré-
lation de la séquence d’observation. Cette
méthode donne & la fois une bonne résolution
spectrale et une estimation sans biasis des
freéequences des composantes sinusoidales pré-—
sentes dans le signal.

Dans la premiere méthode proposée et déve-
loppée au LASSY, la recherche du vecteur
propre associé & la plus petite valeur propre
est obtenue par la méthode de la puissance
itérée inverse ( choisie pour sa stabilité et
sa convergence rapide ) avec comme initiali-
sation &4 chaque instant t le vecteur propre
calculé a 1’instant précédent (t - 1). Cette
méthode permet de réduire considérablement
le nombre d’itérations pour 1la recherche du

vecteur propre associé & la valeur propre
minimale.
La deuxiéme méthode, développée au GAPSE,

utilise le principe de la " la soustraction
du bruit ". Elle consiste & effectuer une
modélisation A.R. du signal & partir de sa
matrice de corrélation, & la diagonale prin-

cipale de laquelle on enléve & chaque itéra-
tion sur 1’ordre, une fraction croissante de
la variance de l1’erreur de prédiction lineé-
aire ( EPL ), aboutissant ainsi en quelques

itérations & la solution de Pisarenko.

2. PRINCIPE DE LA METHODE DE PISARENKO
On considére un signal d’observation bruité

x{(t) = s{t) + b(t)
=}
avec s(t) = Z Ci sin( wi t + #i) a2
’ i=1
signal sinusoidal contenant p composantes si-
nusoidale d’amplitudes Ci, de pulsations wi
et de phases $i, vérifiant 1’équation récu-
rente d’ordre 2p :

t=0,1,... 1)

SUMMARY

In this paper, we present two adaptive es-—
timation methods for the Pisarenko’s harmonic
retrieval in which the estimation is obtained
for each new data allowing to follow the evo-
lution of sinuscidal signal parameters with a
very slow time varying frequency. The first
algorithmic method is based on the inverse
power iteration method in which the initiali-

sation, at each new iteration, is realized
from the estimation of the obtained parame-—
ters on the previous instant. The second
method uses an autoregressive ( A.R. ) mode-—

"

lisation with ‘'soustraction of the noise

2p .
s(t) + T al(k) s(t-k) = 0 (3)
k=1
a(0) = 1 et a(i) = a(2p-i) pour 1 = 1,...yp

et b(t) un bruit blanc de moyenne nulle et
et de variance f que 1’on suppose non corréle
avec le signal s(t). En remplacant dans (3)
{s(t-k)> par {{x(t-k) - b(t-k)3>, on obtient
une équation que 1’on peut écrire scus forme
matricielle :

T T

Xt A = Bt A (4)
T

avec : Xt = { x(t) x(t-1) ses x(t-2p) )
T

Bt = ( b(t) blt-1) ... b(t-2p) )
T

A = ( a(o) al(l) “ee a{ep) )

T
En premultipliant (4) par Xt et en prenant
l1’espérance mathématique E{ . », on aboutit
& une égquation aux valeurs propres :

(Rx - f1)>Aa =20 (3)
Le vecteur parametre A est le vecteur propre
associé a la plus petite valeur propre f de
la matrice de corrélation Rx du signal d’ob-~
servation x(t) [21.

3. CALCUL. DU VECTEUR PROPRE

On utilise le résultat suivant [31 :
-1
la séquence de vecteurs AlCl+ly = R All)
(1 variant de 0 & L ) converge pour L
suffisant vers le vecteur propre associé & la
plus petite valeur propre de la matrice R
( R matrice symétrique, définie positive ),
la sequence étant initialisée par A =1
vecteur unité. La valeur propre minimale est
obtenue par minimisation avec contrainte :

7SLJ
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2 T
MIN de { Z x (t) ) avec la contrainte A A = 1

En utilisant les multiplicateurs de Lagrange,

on aboutit 4 la solution donnant la valeur
propre minimale :
T T
fmin = A R A / A A

4, PREMIERE METHODE D’ESTIMATION PROPOSEE

Lorsque les fréquences des composantes si-
nusoidales varient lentement dans le temps la
recherche du vecteur propre assocciée & la plus
petite valeur propre est encore obtenue par
application de la méthode précédente avec
introduction d’un facteur d’oubli dans 1le
calcul de la corrélation & chaque instant.
Pour le calcul du vecteur parmeétre A(t,L)
a l’instant t, oan 1initialise 113 méthode de
la puissance itérée inverse, par le vecteur
propre calculé & 1’instant preécédent (t—-1)
A(t,0) = A(t-1,L) ce quil permet de réduire
considérablement 1le nombre L d’itérations,
tout en gardant les avantages de la meéthode
de calcul du vecteur propre, & savoir une
convergence rapide et une estimation des fré-—
quences non biaisée. En désignant par « le
facteur d’oubli, N la fen®tre d’initialisa-
tion et de calcul de la corrélation ( la plus
petite possible ), et p le nombre supposeé
conmu  a priori de composantes sinuscidales
contenues dans le signal. L’algorithme est le
suivant [61 H
initialisation : t =0

R(O) = Matrice des coefficients de corréla-

tion Rx(0,i,j) i35 = Os...a2p

1 N-2p
Rx(0si,j) = z x(n+2p—-i)x(n+2p—j)
N-2p n=0
pour 1 = 1,2,...,5L
-1
A(O,1+1) = B(0,1) R (0O) A(O,1)
T T
R(0,1) = A (0,1HIR(OIA(0,1)/A (0,1)A(0,1)
T
A (0,1) = (1 1 ree 10D

Normalisation du vecteur paramétre A(O0,1)

itération : t =1, 2, ...

R(t) = Matrice { Rx(t,1,j) = « Rx{t—-1,1,j) +
X (N+t=1)x(N+t—-3) pour 1i,3ij=0,...,2p 2

pour 1 = 1,2,...,50L

-1
AlE,1+1) = B(t,1) R (%) Alt,1)
T T
REt,1) =6 (£, 10REIACL,1)/A (t,1)ACt,1)
T T ’
¥ A (£,0) = A (t—1,L)

Normalisation du vecteur parametre A(t, 1)

—
Résolution du polynome caractéristique :
-1 —-2p
1+ a(t,1) z + ... + a(t,2p) z = 0
donnant les pulsations wi pour i = 1l,...,p

S. DEUXIEME METHODE D’ESTIMATION PROPOSEE

Soient x(t) le signal bruiteé sur une fen®é-
tre d’observation [O,t1, R(t) une estimation
de sa matrice de corrélation et R sa séguence

de corrélation, on démontre que le vecteur
parametre A converge vers le vecteur propre
de la deécomposition harmonique de Pisarenko
correspondant a4 la plus petite valeur propre
B de la matrice R(t) lorsqu’il est calculeé &
partir de 1l’expression suivante [4] :
-1
A= (Rt - 1) R

Comme 1’algorithme A.R. utilise des correla-—
tions, on choisit wune fen€tre d analyse de
l1’ordre de (20%p) points. Il est possible de
se ramener & une fen€tre plus courte en uti-
lisant des covariances, mais la correction
a effectuer sur la diagonale principale de la
matrice de covariance devient alors plus dé-

licate [313].

A 1’instant t et pour m = 1 on a
-1
Alt,1) = ( R{t) - 0O I R
et pour m = 2,3;... { récursion sur 1’ordre )
-1
Alt,m) = ( R(t) ~ @Am(t) I ) R
m
avec Am{t)y = £ 1 / G H(j=-1)
j=2
H(j) = reésidu de l1’algorithme de modélisation
autorégressive, G = gain de faible valeur .

La suite des @Bm(t) pour t variable donne des
estimations successives de la puissance du
bruit #. I1 suffit d’itérer sur les RAm(t) en
verifiant & chaque pas si la matrice (R -
Amit) I ) ne devienne pas singuliére. Pour un
tel critére d’arr@t, le colGt du test est fai-
ble si 1’on utilise un algorithme A.R. du
type Levinson (plus simple & corriger seul le
premier terme de la corrélation est modifié).

&. RESULTATS EXPERIMENTAUX

a) Calcul de la valeur propre minimale et du
vecteur propre assoclée dans le cas d’une seu-
le sinusocide de fréguence constante pour un
rapport S/B = 0. dB.

On étudie en fonction du nombre d’itérations
et du nombre N d’échantillons utilisé dans
le calcul des coefficients de correélation,
1’estimation de la fréqgquence et de la valeur
propre minimale. Comme on pouvait s’y atten-—
dre, on constate sur la Fig. la et la Fig. 1b
que cette estimation n’est correcte que pour
N suffisament grand. De plus on remarqgue
qu’il n’y a plus d’amélioration de cette es-
timation & partir d’un certain nombre d’ite-
ration.

b) Application de la premieére méthode adapta-
tive & un signal sinusoidal de fréquence con-—
stante perturbé par un bruit blanc.

Pour la Fig. 2a le rapport S/B est de +10 dB,

le facteur d’oubli «x = 1, la fen€tre initiale
N = 9, le nombre de paramétres 2p + 1 = 3, le
nombre d’itérations L = 3 3 l17initialisation

a 1l’instant t est le vecteur parameétre cal-
culé & 1’instant preécédent (t-1) : A(E,0) =
A(t-1,3). La convergence est assez rapide et
l’estimation de la fréquence est non biaisée.
Pour la Fig. 2b le rapport S/B est de O. dB,
la courbe 1 est obtenue pour un nombre d’ité-
ration L = 10 et sans initialisation par le
vecteur paramétre calculé a l1’instant prece-
dent, la courbe 2 pour un nombre d’itérations
L =3 avec initialisation par le vecteur pa-
rametre calculée & 1’instant précédent. On re-—
marque que la convergence est plus rapide et
le biais en fréquence réduit.

c) Comparaison des deux méthodes & un signal
sinusoidale de freéguence variable perturbeé
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par un bruit blanc.
Le signal sinuscidal est de la forme s(t) =

C sin( 2w f(tY t + ¥ ), la loi de variation
de sa fréquence f(t) est de type parabolique
2
f(t)y = fO + a t
sa fréquence instantanée F(t) définie par
F(t) = d( f(t).t ) / dt s’écrit :
2
F(ty = fO + 3 a t

montre le résultat de 1’estima-
tion par la premiere méthode dans le cas.
d’un signal ayant une loi de wvariation de
fréquence f(t) parabolique ( fmin = 0.1 &

La Fig. 3a

fmax = 0.2 ). Le rapport S/B est de +10. dB
le nombre total de paramétres 2p+1 = 3. 0On
remarque que suivant la valeur du facteur

d’oubli (@« = 0.999, 0.95, 0.90, 0.83 ) on
estime soit la loi de variation f(t) pour «
trés voisin de 1 ou la freéquence instantanée
F(t) pour « plus petit.

La Fig. 3b donne le résultat obtenu par la
deuxiéme méthode appliquée au mEme signal
pour la valeur de m = 10 & l’initialisation
et m =2 & 3 pour les itérations suivantes,
G = 0.1, la fengtre visualiseée [ 56 & 256 1.
On obtient les méme resultats que la pre-
miére méthode avec un facteur d’oublil « = 1.
On représente sur la Fig. 3c le résultat de
la premiere méthode pour un rapport S/B = O.
dB et un facteur d’oubli « = 0.8 .

d) Application de la premiére méthode pour
un signal comportant deux composantes sinu-
soidales de fréquences constantes et & va-
riation linéaire par intervalle.

Dans le cas de la Fig. 4a le rapport S/B est
de +30. dB, le nombre total de paramétres 2p
+ 1 = 5, la fen€tre initiale N = 19 et le
facteur d’oubli o« = 0.8 .

La Fig. 4b montre le résultat obtenu pour
les mémes conditions que precédement mais
avec un nombre total de parametres 2p + 1 =
7. La résolution du polyngme caractéristique
donne 3 fréguences ce qui permet d’augmenter
la résolution lorsque les deux freéquences se
croisent. La Fig. 4c montre le résultat ob-
tenu dans les m8me conditions que la Fig. 4b
en introduisant un critére de distance par
rapport au cercle unité ( < 0.01 ) applique
aux racines du polynédme caractéristique per-—
mettant de ne déterminer que les fréquences
présentent dans le signal.

3o T T T T
i
@
22— —
o
8 i
z 26— B -
u X,
3 LIS S
m 24 F C e M U W M R e K e
o ] B 0GB OB B3 BB B e O
u ‘m.
22 b R T S T YT S0 YOO e U0 SO JUT- TOU YOO |
) 1.a
2 | 1 i | | I H
[N 2 4. S 8 10 2. 14 18 iz 20,
NBRE ITERATIONS
N
T T T T T Y T T T ]
8 =
z R g;.
; e "‘A.zgf1Q:‘Q..g..*..Q..Q..g..q..g..g..q..g..g..q..*..ﬁ..,ﬁ.ﬁ;
; tegeme.g s
A
[ — —
Ht)
é P —
0. I I L ! i ! ! ! i 1.b
[ z + 3 8. 10, 2, 14 t6. <9, 20,
NBRE ITERATIONS
Fig., 1. Estimation du vecteur propre par la

méthode de la puissance itéree inverse

e) Application de la premiére méthode & un
signal comportant une seule composante sinu-
soidale de fréquence variable par intervalle
de rapport S/B = +20. dB. La variation de la
fréquence instantanée est d’abord constante,
puis elle subie une variation linéaire dé-
croissante avec changement de phase a4 l’ori-
gine, suivie d’une variation lineéaire crois-
sante avec un saut de fréquence sa variation
finalement est parabolique avec changement
de phase & l’origine et un saut de fréquence.
LLa Fig. Sa donne la variation de la fréguen-—
ce instantanée sur chacun des intervalles de
variation précédement definis ainsi que la
fréquence estimée par la premiéere methode
proposée. La Fig. Sb repreésente la variation
de la valeur propre minimale permettant de
mettre en évidence le changement de modele
d’un intervalle & 17’autre.

7. CONCLUSION

Nous avons présenté deux méthodes d’esti-
mation de freéquences des composantes sinusoi-—
dales d’un signal perturbé par un bruit blanc
additif. La premiére méthode permet d’obtenir
une estimation pertinente de la fréquence ins
tantanée des composantes sinusoidales présen-—
tes dans le signal. Sa complexite de mise en
oeuvre est assez grande. La seconde méthode
est de ce point de vue plus simple mais elle
ne permet d’estimer que 1la loi de variation
de la fréquence.
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