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METHODES D'IDENTIFICATION PARAMETRIQUE POUR DES SIGNAUX
NON-STATIONNAIRES PERTURBES PAR UN BRUIT BLANC
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RESUME

L'objet de cette 8tude est de présenter des
méthodes d'identification basées sur une modélisation
A.R. non-stationnaire. Les coefficients du modéle
dépendent du temps, et 1l'on fait 1'hypoth&se qu'ils
s'expriment corme combinaisons linéaires, avec des
poids inconnus mais invariants, de fonctions du
temps données a priori. Les observations du signal
étant bruitées, deux méthodes d'estimation adaptées
4 ce cas, seront présentées. La premidre peut &tre
vue comme une extension de la méthode de Pisarenko.
La seconde est une procédure itérative de suppression
du biais.

1 - MODELISATION

On considére une classe de signaux non-station-

naires représentés par 1'équation :

ai(t—i) X = 0 (nH

g = +e 2)

oll e, est un bruit blanc stationnaire, indépendant de

x,_, de moyenne nulle et de variance 2.

t?

On suppose que les paramétres du modéle va-
rient lentement de telle fagon qu'ils puissent &tre
approch&s par une combinaison linéaire de fonctions
du temps appelées fonctions de base [1],[2],[3]:

m

ai(t) = jéo aij fj(t) (3)

oll fj(t), i=0..... m sont les &léments de la
base. Les fonctions usuelles sont :

- les fonctions sinusoidales

-~ les polyndmes de Legendre

- Les fonctions sphéroidales aplaties [4] ...

Une telle description d'un mod&le non-stationnaire
est bien adaptée 3 de nombreux signaux, en particu-
lier des signaux biologiques (parole [2],{7], sonars

animaux [10], EEG, ECG ...).

Nous nous intéressons ici au probléme posé& par

le bruit additif e, sur les observations. Il est
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ABSTRACT

This paper describes identification methods
based upon nonstationary AR modelling. The coeffi-
cients of the model are time-dependent, and one
makes the hypothesis that they are expressed as
linear combinations, with unknown but time-invariant
weights, of known functions of time. The samples of
the signal are noisy, and we present two estimation
methods adapted to this situation. The first one may
be seen as an extension of Pisarenko method, and the
second one is an iterative procedure for removal of
bias.

clair que l'emploi d'estimateurs autorégressifs

[1-3] sur de tels signaux conduit comme dans le cas
stationnaire 3 une estimation biais&e [5]. Nous pré-
sentons en section 2 une méthode globale pour 1l'es-—
timation des paramétres a . qui incorpore 1'informa-
tion sur le bruit (blancheur) d'une manidre analogue
4 la méthode de Pisarenko [11]. En section 3, nous
décrivons une méthode récursive permettant de suppri-
mer le biais d'un estimateur par moindres carrés. En

section 4, nous décrivons une alternative & cette

méthode.

Mais auparavant, nous dé&finissons les vecteurs
Yt Xt et Et qui sont au coeur des estimateurs que
nous proposons. Ces vecteurs sont les produits des

signaux scalaires par les fonctions de base :

X,= [x, £_(t) £ (01"
e e o e tn

¥= Iy, £ () £ (017
- Ve o "Vt tm

B [e, £(t) - e, fm(t)]T

A partir de (1) et (2), il résulte que le

signal observé est décrit par un modéle ARMA spécial :

P
-1 = +
AL A e

i~ 9

v +

et a; (i) ey s

1

oli les paramétres de la partie MA sont les mémes que

ceux de la partie AR.
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En considérant respectivement les projections
des param@tres variants dans le temps, des observa-
tions et de la séquence de bruit sur les fonctions
de base nous pouvons ré&écrire ce modéle sous la

forme
T T _ T T
Ve +‘[Yt_l...yt_;]9— e, + [gt_l...Et_p 6
0-[ 0" 2pu].
avec =L30° % 20...apm

On observe ainsi le galn apporté par 1'hypothése
(3) : le mod&le est devenu une régression station-—

naire sur un signal vectoriel.

2 - ESTIMATION DES PARAMETRES, APPROCHE GLOBALE
(11,171

Etant donnés les échantillons Yy Yy il
s'agit d'estimer les coefficients aij du modéle
défini par (1-3). On ré&écrira 1'équation (1) sous
forme vectorielle :

x, + [X el X

T
t t-1 t—p]e_ 0

Puis en se servant du fait que X, et e sont indépen-—

dants, on en déduira :

y e
t T T 1 t 1
E ly.v, ..., 1| | . |E__ T T
:t 1 t t-1 t-p =E :t 1 [etEt—l' Et—p]
. © . 0
E
Yt—P t=p

Cette &quation en terme d'espérance mathématique nous
conduira 3 un estimateur en remplagant 1'espé@rance

par une somme temporelle qui sera :

Ve 1 1 0 1
N Y
-1 T T
z [yt Yt—l" t—p] = g2
t=p+1 * ~ ~
Yt~p ¢] 0 FN 6

Dans cette approche le vecteur § estimé est solution
de 1'équation précédente, c'est donc un vecteur
propre généralisé de la matrice de covariance mélan-

geant v et Yt—i' Soit RyY cette matrice, et soit

F;/z le facteur gauche de la décomposition de Cholesky
de FN = Félz F;lZ, 1l'estimateur précédent s'écrit :

1 0 1 0 1 1

RyY =g? %)
- _ n
o 12 o g L/2l 1% y
N

avec g = FE/Z 0

On est ainsi ramené& 3 un probléme de vecteurs

o . 1/2
propres ordinaires. Le remplacement de FN/
1/2 N . P
FN/ U oli U est une matrice unitaire quelconque con—

par

duit au méme vecteur §, et peut permettre, par un
choix judicieux de U d'améliorer la résolution numé-

rique des équations.

La matrice FN est dans le cas général une ma-
trice diagonale par blocs de dimension (m+l,m+1). Ces
blocs sont exprimés comme :

F;l) 0 ?o(t—l)

[fo(t-D."fm¢—1ﬂ

Dans le cas particulier oli la base est orthogonale
sur 1'ipterva11e [1,N¥], on peut considérer que
F§1)= I ¥i et dans ce cas 8=g (exemple : les fi(t)
sont les polyndmes de Legendre discrets sur [1,N]).
L'équation (4) admet l+p(m+l) solutions différentes,
mais une seule garantit la positivité de la matrice
de covariance des X, et Xt—i’ c'est celle obtenue
pour la plus petite valeur propre de (4), valeur qui
s'identifie 3 la variance o2 du bruit, le vecteur
propre associé devenant le vecteur [é] aprés norma-
lisation de la premiére composante. Ce r&sultat est
une copie dans le cadre non-stationnaire &tudié ici,

de la solution proposée par Pisarenko [11] pour

l'estimation d'une somme de sinusoides bruitées.

3 — APPROCHE BASEE SUR L'ESTIMATION DES RESIDUELS

Soit 6 le vecteur de paramé@tres correspondant

L'estimateur &N obtenu en utilisant la

méthode des moindres carrés sur les valeurs observées

au signal X, .

du signal est biaisé. La limite de &, quand N tend

N
vers 1'infini est alors

s P - — 2
lim & =0 - Py o® F 8 (5)
Now
avec
F 0
t
N .
FN t§1+p .
0 Ft
et
RO
t : [fo(t) fm(t)]
£,(0)

Py est 1'inverse de la matrice de covariance des Y.
On peut observer que si o2 est connu, il devient

aisé de déterminer 8 & partir de &.. Il est donc

N
naturel de tenter d'estimer la variance 62 du bruit
de mesure. Soit Bt(N) le résiduel 3 1'instant t dé&-

fini par :

T .Y 1a (6)

B =y + ¥ t-p

Nous utilisons la somme des carrds des rési-
duels pour obtenir une estimation de la variance du
bruit :

N
Ry = (Zpep BEAD &)

En utilisant la propriété d'orthogonalité on obtient :
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N
- (8)

N+ F_ &

N-1 N N
Malheureusement 1'estimation de v? qui permet-
trait de corriger le biais de &N dépend elle-méme de
cette estimation biais€e, aussi une simple correction

est-elle insuffisante.

Une premiére approche consiste 3 résoudre le
systéme d'équations (5) et (8) de fagon récursive
dans le temps. Nous rappellerons ici les équations

proposées dans [5].

~ -

_ T

Gy = dy.p * Kbyt Gyl

Ky =Py Yy /% (6)
Py = Py 7 Paer Yven Yt Baed

Az ~
N+l On+1 Fyer Oy

>
"
@
+
2]

N+1 N+1

2 RN+1

N+i

il

AT ~
(N+1) + GN FN+1 LY

v
|

-1
el T Ry BRa (D Oy

Cette procédure assure la convergence de eN
vers . La méthode que nous proposons en section 4
est une procédure plus rapide assurant le méme résul-

tat.

4 — ESTIMATION SIMULTANEE DE LA VARIANCE DU BRUIT ET
DES PARAMETRES, METHODE ITERATIVE

Le systéme d'équation (5) et (8) peut &tre
résolu de maniére itérative [8][9]. La solution con-
siste 3 calculer d'abord les paramdtres biaisés e
puis les résiduels et la somme des carrds des rési-
duels RN sur 1'intervalle [1,N]. Le syst&me (5) est
un systéme linéaire d'ordre px(mtl)

(I—PNFNoZ) 8= & (7N

N

. . i
On propose alors la solution suivante. Prendre comme

conditions initiales 6(i=0) = &N

i) Calculer la puissance du bruit.

82, = i
(1) T ~
N + L F
%)y &
ii) Résoudre le systéme (7) connaissant o2 par une
méthode de "splitting" &vitant ainsi une inver-

sion de matrice :

6 (k+1) =&, + P

2
N * Py By of o)

avec 6(k=0) = @ (i-1)

Répéter cette procédure jusqu'd ce que 0 et o2 con-

vergent.

Cette procédure a &té mise en oeuvre sur un
des signaux tests définis par le GRECO SARTA ; une
sinusoide modulée linéairement, dont la fréquence
croit de 0.2 Fe a 0.4 Fe sur N=512 points de mesure.
La figure | montre la convergence de 1'estimation de

2

0¢ pour un rapport signal & bruit SNR = -3dB.

5 — CONCLUSION

Nous avons présenté trois algorithmes pour
l'estimation de mod&les autorégressifs de signaux
déterministes bruités. La premiére méthode est une
méthode globale, mais fournit une solution non-1liné-
aire sous forme d'un probléme aux vecteurs propres.
Les deux autres méthodes sont linéarisées et donc
itératives, la seconde est récursive sur le temps,
la troisime est globale sur la durée du signal, et
résout itérativement le probléme non lindaire en
alternant deux solutions lin€aires. Les simulations
de ces algorithmes seront présentées lors de la

conférence.
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Figure 1. Evolution d'erreur de pré&diction pour le

signal test, par la procddure du paragraphe
4.




