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RESUME

Jusqu'ici, la plupart des travaux en analyse d'images
ont porté sur les algorithmes paralléles. Dans cet
article nous présentons les principaux algorithmes
séquentiels issus de la Morphologie Mathématique :

- fonction distance, hexagonale, dodécagonale ou géo-
désique

- reconstruction de grains pour les images & niveaux
de gris

- squelette d'un ensemble binaire en 3 passes

-

- squelette d'images & niveaux de gris.

I - INTRODUCTION

L'analyse d'image telle qu'elle est pratiquée quoti-
diennement, celle qui est cdblée dans les appareiils
dédiés utilise quasi exclusivement des algorithmes
paralleles. Pour augmenter la vitesse de traitement
on a cherché surtout a rendre plus complexes les
architectures spécialisées.

Pourtant ROSENFELD montre en 1966 que pour toute
transformation paralleéle i1 existe une transformation

séquentielle qui lui est équivalente (Rosenfeld 1966).

Rappelons la caractérisation d'une transformation sé-
quentielle : dans le mode d'exploration de 1'image,
on distingue un passé, ensemble des points déja trai-
tés, et un futur, ensemble des points a traiter. Une
transformation séquentielle T se sert d'un élément
structurant dans lequel les points du passé ap posse-
dent leur nouvelle valeur T(ap), alors que les points
du futur af, non encore transformés, conservent leur
ancienne valeur.

Pour 1'élément structurant hexagonal (fig. 1), lors
d'un balayage vidéo classique T(aj) est une fonction
de (T(ag), T(az), T(as), a3, az, ag, a7). pour un
algorithme paralléle les arguments seraient

(a1, ap, a3, a4, as, ag, ay). Ainsi, dans cet algo-
rithme paraligle un point n'a d'influence que sur ses
voisins immédiats a chague étape du traitement. Dans
un algorithme séquentiel au contraire, un point x
peut avoir une influence sur tous les points qui se
trouvent dans le futur de x par rapport au sens de
balayage. Ceci explique 1'efficacité plus grande des
algorithmes séquentiels.

Malheureusement, si Rosenfeld a montré 1'équivalence
entre algorithmes paralléles et séquentiels, sa dé-
monstration ne permet pas de construire la version
séquentielle d'un algorithme paraliéle donné. Nous
allons dans cet article voir comment :

- paralléliser la fonction distance de Rosenfeld
- construire une fonction distance dodécagonale
- effectuer une reconstruction de graines numérigues
- obtenir le squelette d'un ensemble binaire ou
une fonction numérique.

Notation : S'agissant de transformations séquentiel-
les, nous signalerons par f(aj) que le point aj ap-
partenant au futur, posséde encore son ancienne va-
Teur. Pour f'(a4) nous indiquerons que le point aj
appartient au passé et posséde donc déja sa nouvelle
valeur.

Voisinage : Tout au long de 1'article nous utilise-
rons le voisinage du point central de la fig. 1 :

SUMMARY

Rosenfeld showed in 1966 the equivalence between paral-
Tel sequential algorithms. However most of the work in
the field of image analysis has been devoted to the
parallel algorithms. This paper presents sequential
algorithms for the main transformations of

Mathematical Morphology :

- distance transformation (hexagonal, dodecagonal,
geodesic)

- grain reconstruction for grey tone images

- binary skeleton in 3 steps.

- grey tone image skeletons.
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IT - LA FONCTION ERODE EUCLIDIENNE, A DISTANCE
HEXAGONALE

A/ Objet : I1 s'agit d'obtenir en un nombre fini de
passes, la fonction ERODE d'un ensemble binaire X, ca-
ractérisée par :

ERODE(x) = dy(xX ©) ol dy est la distance
hexagonale.

Remarque : Il existe plusieurs variantes de cet algo-
rithme. Nous allons en expliciter deux. La premiére

est celle de Rosenfeld, adaptée par B. Lay (LAY,1985)

a Ta trame hexagonale. La deuxigme montre comment paral-
1éliser un algorithme séquentiel, en mettant un pro-
cessus par ligne,

B/ Version 1 : Cette version a été d'abord décrite par
A. Rosenfeld pour la trame carrée, adaptée par B. Lay
a la trame hexagonale.

- Etape 1 : Balayage video direct

Si f(al) =0 f'Y 1) =0
f

a
sinon "(aj) = 1+ Min[f'(ag),f'(a),f"(35)]

1)
- Etape 2 : Balayage video inverse

f‘(al) = Mﬁn[f(al), 1+ Min[f'(az),f'(a7),f'(36)]

C/ Version 2 : Cette versiona les avantages suivants :

- elle utilise des éléments structurants linéaires, ce
qui permet d'imaginer facilement un dispositif avec
une parallélisation massive d'opérateurs, travaillant
indépendamment les uns des autres, chacun sur une 1i-
gne ou une diagonale de 1'image.

- ce méme dispositif, ayant accés a 1'image ligne par
Tigne permet & peu de frais d'engendrer tous les poly-
gones de Steiner qu'on désire : dodécagones, poly-
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gones a 18 ou 24 cotés. I1 suffit que le générateur

d'adressessoit capable d'extraire des Tignes de 1'i-
mage dans les directions correspondantes, 30°, 90°,

etc... {resp. 15°, 75°, etc...).

Description
a) Ligne horizontale
Si f(al) =0 f (al) =0
sinon f'(al) =1+ f'(as)
b) Ligne horizontale
f'(al) = Min[f(al), 1+ f'(az)]
¢) Ligne a 60°
f (al) = Min[f(al), 1+ f'(a3)]

d) Ligne & 60°
f‘(al) = Min[f(al), 1+ f'(as)}

e) Ligne & 120°
f'(al) = Min[f(al), 1+ f‘(a4)]

f) Ligne a 120°

f (al) = Min[f(al), 1+ f (a7)]
IIT - LA FONCTION ERODE EUCLIDIENNE A DISTANCE
DODECAGONALE
A/ Objet : Il s'agit d'obtenir en un nombre fini de

passes la fonction ERODE d'un ensemble binaire X,
caractérisé par :

ERODE(x) = dp(x,XC) oll dy est Ta distance dodé-
cagonale. La distance dodécagonale dp(x,y) se déter-
mine de 1a maniére suivante. On construit le pinceau
dfangle d'ouverture égale 3 30°, centréen x et conte-
nant le point y et allant de kI & (k + 1)I

6
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= dD(x,y) = d(x,zl) + d(x,zz)

Ainsi, plus les pinceaux d'angle utilisés sont
étroits, plus on se rapproche de la distance eucli-
dienne. A cet égard, la distance dodécagonale est
bien meilleure que la distance hexagonale. (On pourra
consulter utilement(Borgefors 1984) pour 1a descrip-
tion de fonctions distance en trame cubique dans R").

Un dernier probléme reste & résoudre. Sur Ta trame,
la distance entre deux points voisins sur une 11gne

3 30° est de V3. I1 faut donc trouver une approxima-
tion correcte de V3 au moyen d'un rationnel. La
meilleure approx1mat1on avec des termes petits est
7/4. En effet (7/4)2 = 49/16 ~ 3 = 48/16.

Ainsi on aura d(aj,ap) = 4
d{aj,ag) =7

Ce préambule étant posé, les diverses versions de
1'algorithme se décalquent aisément sur les versions
présentées pour la distance hexagonale. Nous ne don-
nerons que la version globale, et non pas celle ligne
par ligne.

Etape 1 : Balayage video direct
3 - i -

Si f(al) =0 f (al) =0

sinon

f'(a1)=M1n{4+Min[f'(a5),f'(a4),f'(a3)]
THmin(f' (ag), ' (ay4),F' (a;) 1)

Etape 2 .
f'(a1)=Min{f(al),4+Min[f'(a6),f'(a7),f'(az)]

Calayage video inverse

THIINCE! (ag) £ (2,50, (a7,) 1}

IV - LA FONCTION ERODE EUCLIDIENNE, SELON UNE DISTANCE
A 24 COTES

Dans ce cas, seules les versions ligne par ligne se-
ront praticables et Tes espacements entre points a re-
tenir sont les suivants :

X y

Les distances suivantes offrent une bonne approxima-
tion des distances euclidiennes :

a*(x,y) = 12
d*(x,z) = 21
d*(x,t) = 32

V - LA FONCTION ERODE D'UN ENSEMBLE BINAIRE X CONDI-
TIONNELLEMENT A UN ENSEMBLE BINAIRE Y

A/ Objet : I1 s'agit de construire rapidement, mais
cette fois plus en un nombre fixe de passes la fonc-
tion ERODE(X) & 1'aide de la distance dy ye

dH c{x,y) est la longueur du plus court chemin entre
{ y représentable sur la trame, entidrement inclus
dans Yc.

Dans une autre terminologie, on peut dire qu'on cher-
che la fonction ERODE conditionnellement & 1'ensemble
Y.

tes érodés successifs sont ainsi :

Xy = XUy
X, = (XOH) U Y
Ky = (K., OH) U Y

B/ Description de 1'algorithme 1

1) Initialisation et codage

@y .

Figure 2 : Codages de X et Y
On procéde au codage suivant (cf. fig. 2)
XEY f(x) = Max
X & Xn y© f(x) = Max - 1

x & X¢n ¥ f(x) = 0

2) 11 faut répéter jusqu'a stabilité les deux
étapes qui suivent, 1'une en balayage direct, 1'autre
en balayage inverse.
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a) Balayage video direct

Si f(al) = Max, ne rien faire

Sinon

k = Min(f'az), f'(a,), f'(ag))
$i k2 Max-1, f'(a;) = f(a))
Si k < Max-1 :

f’(al) = Min(f(al),1+k)

b) Balayage video inverse

Traitement obtenu & partir du précédent par symétrie
autour du centre de 1'élément structurant. :

VI - RECONSTRUCTION DE GRAINS AVEC REECRITURE

A/ Objet

11 s'agit d'effectuer avec le moins de passes possi-
bles une reconstruction de grains numériques q'une
image numérique FX a partir d'une image numérique FY.

En d'autres termes, i1 faut obtenir en moins d'opéra-
tions le méme résultat que 1'algorithme classique :
Répéter jusqu'a stabilité :

f(Y) = Min[F(Y) + H, F(X)]

B/ Description de 1'algorithme

11 faut répéter jusqu'a stabilité les deux étapes qui
suivent, 1'une en balayage direct, 1'autre en balaya-
ge inverse.

a) Balayage vedeo direct
FY'(al) = Min[FX(al), Max(FY'(a3),
FY(al), FY’(a4), FY'(aS)}

b) Balayage video inverse
FY'(al) = Min[FX(al), Max(FY'(aG),
FY(al), FY‘(a7), FY'(aZ)]

VII - LE SQUELETTE EUCLIDIEN BINAIRE

A/ Objet
11 s'agit d'obtenir en 3 passes le squelette euclidien
d'une image binaire en partant soit :

- de la fonction ERODE obtenue comme indiqué plus haut
- de la fonction MOD dérivée de la fonction ERODE :

si ERODE(x)=0  MOD(x)=0
si ERODE(x)+0  MOD(x)=1+(ERODE{x) modulo 3)

Ainsi la fonction MOD prend 4 valeurs et peut &tre
codée sur 2 bits.

On trouvera un exposé plus complet sur le squelette
dans (MEYER, 1985,1987).

Les versions en trames carrées ont été développées
indépendamment par ARCELLI dés 1984 (ARCELLI,1985).

B/ La détection des points créte

L'examen du relief de la fonction distance montre
1'existence de points créte, qui clairement appartien-
nent au squelette. La plupart des points cependant ne
connaissent pas ces ruptures de pente. Nous avons for-
malisé cela et obtenu une caractérisation des points
créte

. ‘n-1 n-1 . on¥l . (:::)
el @ v 00 - 00| o
n-1 n-1 . n+l ) ‘(:::)

ob n*1 signifie que le pixel correspondant vaut n ou
n-1 mais pas n+l et ol @ signifie gue le point cor-
respondant est point créte. Les configurations (1)
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sont données a une rotation de 1/3 prés.

Tous les autres points sont des points non créte et
sont du type :

Points n+l n+l n+l n+l n ntl
non = n n ntl, n n n, n-1 n n (2)
créte n-1 n n-1 n-1 n-1 n-1

Ces points sont 1iés de trés prés a 1'homotopie. En
effet, retirer d'un ensemble X tous ses points non
créte d'altitude 1 constitue un amincissement homoto-
pique de X.

C/ La remontée vers 1'amont

Le squelette final s'obtient en ajoutant aux points
créte les points qui se trouvent dans leur amont.
Prendre comme points amont d'un point x tous les
points d'altitude supérieure 3 x conduirait 3 un amont
qui s'élargirait en entonnoir. On n'obtiendrait plus
un squelette fin.

On effectuera une remontée vers 1'amont plus sélecti-
ve en appliquant les régles suivantes (& rotation de

kn/3 prés)
e "

n
(3a) @ n > @ n

ntl n+2 n+l
(3b) C) n+l > C) n+l
n+2 . 2
GO@ M - 0@
n+z . n+2

Bien que Tes régles (3a) et (3b) de remontée vers 1'a-
mont engendrent un point fils non contigu au pére, le

squeiette obtenu en partant des points créte est con-

nexe et a la méme homotopie que 1'ensemble initial.

D/ Un algorithme séquentiel de remontée vers 1'amont

La fonction distance ne peut produiren'importe quel
relief (fonction lipschitzienne). Ces régles de remon-
tée vers 1'amont ne peuvent générer que des morceaux
de segment de droite. En effet si y est 1'amont d'un
point x, un seul des cas de figure suivants est vrai

- y n'a pas d'amont et est un point créte

- T'amont de y reste dans la direction xy si la régle
(3c) a été employée

- 1'amont de y est dans la direction du vecteur xy ou
dans une des deux directions adjacentes d:I/6,
Torsque les régles (3a) ou (3b) ont été employées.

Une remontée séquentielle vers 1'amont en 3 passes est
donc possible

a) leére passe en balayage video direct
Elle concerne les directions
-n/6, -n/3, -n/2, -2n/3, -50/6.

b) 2éme passe en balayage video inverse
Elle concerne les directions
n/6, n/3, n/2, 2n/3, 50/6, I

c) 3éme passe de gauche 3 droite

E11e concerne 1a direction 0 et peut se combiner
avec la passe précédente. Aussitdt que le balayage de
droite a gauche de la passe précédente s'est achevé,

on peut enchainer avec un balayage de gauche 3 droite
en utilisant 1a régle (3c).
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Squelette pour images 3 niveaux de gris

Les images & niveaux de gris peuvent étre amincies de
manigre itérative comme les images binaires
(Goettcharian). I1 faut alors un nombre de passes pro-
portionnel au rayon du plus grand des objets de 1a fi-

gure.

Nous proposons ici un algorithme séquentiel permet-
tant d'obtenir un squelette numérique. L'algorithme
se fait en 3 étapes comme dans le cas binaire.

1/ Création d'une fonction distance sur les plateaux
Dans une image numérique f(x) i1 peut exister des

plateaux. Un algorithme séquentiel nous permet de gé-
nérer une fonction distance g(x) sur chaque plateau :

g(x) est égal & la distance de x au point le plus
proche y d'altitude inférieure (f(y) < f(x))

- Initialisation : ¥x € Image g(x) = max
- Répéter jusqu'a stabilité les étapes suivantes

- balayage vidéo direct (cf. le voisinage de

ta fig. 1)

*Si 3 i€ (3,4,5) tel que f(i) < f(1)
alors g(x)} = 1.

* Pour tout 1 {3,4,5} appartenant au méme

plateau que 1 faire g'(1)=Min(g'(1),1+g' (1))

- balayage video inverse :
cédent.

symétrigue du pré-

@© - Remarque : les points tels que g(x)=Max
sont les minima régionaux de f(x).

2/ Construction des points créte

Les images f et g nous permettent de construire une
relation d'ordre entre points voisins.

x>y ssi f(x)>F(y) ou (F(x)=f(y) et g(x)>g(y))

Munis de cette relation d'ordre on détecte tous les
points créte. Ce sont tous les points qui ne véri-
fient pas une des configurations suivantes :

> > > > > .
(ay . x > (by. x . (c). x <
< . < < < <
ot > signifie un pixel supérieur 3 x
< signifie un pixel inférieur a x

signifie 1'absence de condition.

3/ Remontée vers 1'amont

a - Détermination des pentes maximales

Pour chaque point non créte on peut déterminer
le ou les directions descendantes maximales (d.d.m.).
Dans le cas olt i1 existe deux d.d.m., toutes les di-
rections descendantes comprises entre ces deux di-
rections sont aussi considérées comme des d.d.m.
Un point non créte sera 1'amont d'un point x du
squelette si x se trouve dans une des situations sui-

vantes
£ E
u, v S\

. . T S hzond {71 \' Ci;
NSRS

ol —» représente une d.d.m.

., représente 1'absence d'une telle direction
>

R§# représente 1'existence d'une d.d.m. dans une

des directions indiquées.

Dans les cas b et c :
siu>v>x u est pris

sivo>ou>x v est pris

Si ((u=v) > x) et(t 2 u) alors u et v sont pris

Si ((u =v) 2 x) et(t > u)alors t est pris

On remonte vers 1'amont dans le sens du bhalayage di-
rect puis inverse. Contrairement au squelette binai-
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re,

Te processus ne converge plus en un nombre fini de

passes et il faut itérer jusqu'a convergence.

P

a)Ilmage initiale b)Gradient c)Squelette numérique
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