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RESUME :

Dans cet article nous décrivons plusieurs algorithmes
qui permettent A& un observateur de déterminer la
trajectoire d’un mobile & partir d’une séquence de
mesures bruitéees d’azimuts seuls. (Trajectographie
Passive a partir d’Azimuts ou "TPA"). Des essais sur
signaux synthétiques mettent en évidence la supériorité
de méthodes globales, non récursives (Moindres Carrés
non linéaires, Variables Instrumentales) sur les
méthodes récursives (filtre de Kalman étendu en coor-
données polaires modifiées). Finalement nous décrivons
un test de détection de manoeuvre de la cible qui
conduit 4 un mode opératoire "récursif par bloes "
adapté i la poursuite de cibles manoeuvrantes.

SUMMARY :

This paper first describes several algorithms for the
trajectory estimation of a mobile from a sequence of
noise corrupted bearing measurements. (Bearing Only
Tracking). A few trials with synthetic data.clearly
demonstrate the improved performances of global and non
recursive methods (Nonlinear Least Squares or
Instrumental Variable) versus recursive ones (extended
Kalman filter in modified polar coordinates). Ve
finally describe a maneuver detection test which allows
a "block recursive" implementation of non recursive
methods, well suited to manoeuvering target tracking.

*Etude financée par la Direction des Recherches et Etudes

Techniques (DRET, Paris)

1. INTRODUCTION

Le but de cet article est d'examiner et de comparer les
performances de plusieurs techniques qui permettent a
un observateur (porteur) de localiser un bruiteur
sous-marin (but, source) a partir de la séquence des
azimuts sous lesquels il le reléve.

En acoustique sous-marine en effet s’il est
relativement simple de déterminer la direction d’un
bruiteur (son azimut) & partir des signaux regus sur un
seul senseur directif, déterminer sa distance est
incomparablement plus délicat. C’est la raison d’un
engouement considérable pour la TPA, dont témoignent
une masse considérable de publications ([6], [7], [8]),
qui consiste & reconstituer complétement la trajectoire
du but i partir d’une séquence de mesures d’azimuts.
Naturellement ceci nécessite des hypothéses préalables
sur cette trajectoire, le plus souvent un mouvement
rectiligne uniforme, et des conditions sur la trajec-
toire du porteur (il faut qu’il manoeuvre pour assurer
l’unicité de la solution,"observabilité", [1}, [2]).

2. BQUATIONS DU PROBLEME

Les évolutions des mobiles et quelques notations sont
indiquées figure 1.

Y(nord)
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figure 1 : évolutions des mobiles

Nous notons:
X (t) = (CpysCpvr Vaws V. le vecteur (4x1) des
p051t10n e%x %gssgxduBgu dans un référentiel absolu,
X (t) = (r X’rPY’v X’VPY) le méme vecteur relatif au
porteur

(t) = 1’accélération du porteur, connue et non
1Sentiquement nulle pour que le probléme soit
observable.
Puis:
X0 = Kg-dp) = (ryory,VygoVy) = (x4 5y 4)

C'est ce dernier, appelé "VECTEUR D’ETAT" dans la
terminologie des filtreurs, que l’on cherche &
déterminer. Son évolution entre deux instants t et t
quelconques est régie par:

(") = a0 20 + ot (1)
"EQUATION D’ETAT"
avec: P . 5
1 (-1
#(t5, )= 2 2
0, 1,
b
et / t* *
* ‘4 (t -)Ip(1) dt
c(t™,t)= -
- /{'* I,(t) dt
Ip

*
(C(t ,t) déterministe, connu, dépend seulement de IP)

Nous notons B (t ) et B(t,) les azimuts mesuré et vrai
en t Ils sont re11es en¥re eux et au vecteur d’état

par ¢
B,(t) = B(t) + v(t,) (2)
B(t) = an_l(rx(tk)/rY(tk)) = tan"l(x;/x,)

"EQUATION DE MESURE"
(v(tk) étant le bruit de mesure).

Le probléme est finalement de déterminer 1la trajec-

toire du but,c’est A dire la valeur du vecteur d’état
X(t ) & un instant de référence t, (la position du but
a tout instant s’en déduisant par (1)) a partir de la
séquence de mesures {B (t,),i=1 n} recueillies sur
[t 'ty ] et reliées au vec%eur d’état par ( 2).

Nous notons enfin:
B(X) = vecteur nxl des azimuts B(t,) calculés a partir
d un X=X(t,) quelconque par (1) puls (2),

= vec%eur nxl des azimuts mesurés
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v = vecteur nxl des échantillons de bruit de mesure
v(ti). Nous supposons que V est gauisien, centré, de
matrice de covariance diagonale I=¢ In'

3. INSUFFISANCE DES METHODES RECURSIVES EN TPA

Dans un premier temps le probléme de la TPA a d’abord
été résolu en appliquant mécaniquement aux équations
(1) et (2) la théorie du filtrage de Kalman. Selon le
type de coordonnéees utilisées pour décrire le vecteur
d’état (cartésiennes, polaires, polaires modifiéees) et
la méthode de linéarisation préalable des équations
(Kalman étendu, étendu et itéré, pseudo linéaire) on
obtient divers filtres récursifs classiques ([5] a
sn.

Les défauts d’une telle approche sont maintenant bien
connus et exposés dans de nombreuses publications ([4]
a[7]):

- les équations sont non linéaires et donc tous ces
filtres récursifs sont sous-optimaux,

- ils sont parfois trés sensibles aux hypothéses (par
exemple sur le bruit de mesure). Ainsi un biais de
mesure méme faible peut les faire diverger brutalement,
- le principe méme de l’initialisation, arbitraire ici,
est critiquable (contraignante elle biaise l’estima-
tion, trop lache le filtre peut diverger),

- ces filtres s’accomodent assez mal d’irrégularités du
rythme d’obtention des mesures ou d’/interruptions de
ces mesures.

Enfin leur défaut le plus grave est spécifique & la TPA
et tient au manque d’observabilité de la trajectoire du
but avant que le porteur n’ait manoeuvré (sur sa
premiére "jambe"). Pendant cette phase la trajectoire
du but n’est pas observable et le risque de divergence
d’un filtre de Kalman étendu est grand (surtout en
cartésien, filtre EK [9]).

L’utilisation de pseudo-mesures (filtre pseudo-linéaire
PLK [8],[9]) interdit ces divergences. Par contre le
filtre résultant est affecté par un fort biais en
distance qui conduit certains & le rejeter [7].

Le filtre de Kalman étendu en coordonnees polaires
modifiées (B, B, r/r, 1/r), dit "MPK", semble fina-
lement le plus performant de ces filtres [5] et le seul
qui ne soit pas a proscrire (peu de divergences,biais
faibles).

Tous ces motifs (voir [4] ou [7]) conduisent &
s’intéresser plutét i des méthodes globales optimales
non nécessairement récursives en temps.

4. DESCRIPTION SUCCINTE DES ALGORITHMES

4,1. FONCTION DE VRAISEMBLANCE

Dans le contexte gaussien centré de §2 la fonction de
vraisemblance s‘écrit:

p(Bn/X) = [(2'TY)“.det(Z)]—l/2 t -1 (39
.exp{- 0.5 [Bm-B(X)]. L7 [Bm-B(X)]}

L’estimateur du maximum de vraisemblance de X (gaus-
sien, sans bials et efficace asymptotiquement, pour
n->= [10]) se confond ici avec l’estimateur non
linéaire des moindres carrés qui minimise le critére:

I - 0.5 (Bn-B®)] .2l (Bn-B(X)] (4)
"Critére de moindres carrés"

4.2. ESTIMATEUR DE GAUSS-NEWTON (GN)

Compte-tenu de la simplicité du calcul analytique du
gradient de J (et dans une moindre mesure du Hessien )
on utilise plutdt des méthodes qui exploitent ces
quantités et plus particuliérement 1/algorithme de
Gauss—&ewton ([3),{71,112]). L’estimée correspondante,
notée Layr st obtenue aprés une suite d’itérations:
A A AT _ A
O RPN 116 Y Rl ¢ o (5)
"Algorithme de Gauss-Newton"

Le pas p, (compris entre 0 et 1) est déterminé & chaque
itératioh en vérifiant la décroissance de J(X). Les
itérations cessent si le critére ne décroit plus de
maniére significative. De plus:

W = - 4@l e ( 6-a)

THE = MR . hay) ( 6-b)
"Hessien approché du critére"
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M(X) est la matrice Jacobienne nx4 de 1l’application

g—;g(g) égale a:

M) = RD().A%) (7)
- avec:
a(l) a(2) ... a(n)
A(X) = . . .
a(k) = [cosﬁk, —sinﬁk, (tk—tR)cosﬁk,

: t
—(tk—tR)slan ]
(les Bk sont calculés par (1) ou (2) a partir de X)

et R(X) est une maﬁrics ?}ngnale nxn dont les éléments
sont les r(tk)=(rX +Iy ) calculés 4 partir de X(tR).

4.3. ESTIMATEUR PSEUDO-LINEAIRE

Partant de 1'équation de mesure (2) on construit ({3],
[8]) des pseudo-mesures z(tk) toutes nulles reliées
linéairement & X(tp):

z(tk) = gmt(k).g(tR) + ym(k)+ r(tk).sin(v(tk))( 8 )

a (k) est identique & a(k) de §4.2 mais est obtenu a
partir des azimuts mesurés,

t'!(
ym(k) = cosﬁm(tk). j{ itR—r)YPX(T).dT
+ sing (). J{t (t-D)vpy (D). dT (9)

De maniére compacte on écrit (en construisant & partir
des a_ et y des matrices Am et Ym et en approximant
sin v?t) par v(t) :

t

Z=An"X+¥m+RV=0 (10)

Le vecteur d’état est ensuite estimé en minimisant un
nouveau critére de moindres carrés, rendu quadratique
en X par la pseudo-linéarisation, IIZ—(Am.§+Xm)[| . I1
suffit pour cela de résoudre 1l’équation normale:
am.(An".X + Ym) = 0 (11)

ce qui conduit a:

= -(Am.Amt)—l.Am.Xm (12 )
"Estimateur pseudo-linéaire"

A
%psi,

Si t,=t 1l’estimateur g‘ est identique a la sortie en
t du filtre pseudo-linéaire PLK (aux effets de
1%initialisation de PLK prés négligeables si PLK est
initialisé comme en {8] ou {9]). Il est donc biaisé au
méme titre que PLK.

4.4 METHODES DE VARTABLES INSTRUMENTALES

Le biais important de PSL viendrait de ce que dans
1’équation normale (11) la matrice Am est corrélée avec
le bruit de mesure V. Supposons maintenant qu’on puisse
trouver une famille {(n) de matrices rectangulaires 4xn
telles que:

(13)

n2?® n

Jlim l{ C(n).Amt ] est réguliére

ilim ;[ Z(n).R.V ] =0

n»> n

Si dans 1l’équation normale (10) on remplace & gauche la
matrice Am par Z(n) on obtient une nouvelle équation
normale:

%n).[Am".X + ¥m] = O (14)
d’olu l’estimateur:

) t -1

5( = - [%n).Am ] 7. 5(n).¥m (15)

"Estimateur de variable instrumentale"

La propriété la plus importante de ce nouvel estimateur
est son absence asymptotique de biais. Substituant dans
(15) la valeur de ¥Ym tirée de (10) il vient:

X - l[ Z(n).An® ]. 1[ Z(n).R.V ] =0 (16)

n n

4
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Si on confond & droite de (16) espérance mathématique
E{ } et moyenne temporelle 1/n[.}, puis qu’on passe a
la limite n-o®, le premier terme est inversible d’aprés
(13) tandis que le second tend vers (. Asymptotiquement
le biais est donc nul.
Ce qui précéde peut sembler obscur, nous n’avons cepen-
dant pas pu trouver une justification de cette tech-
nique qui soit & la fois claire et rigoureuse (compa-
rable 4 celles qu’on peut donner des méthodes de Newton
[12]). Introduite en TPA en [8] elle semble toutefois
d’un usage habituel pour identifier les coefficients
ARMA d’une série temporelle (voir [13] et les référen-
ces mentionnées).
Si en principe n’importe quelle matrice "Instrument”
Z(n), pour peu qu’elle satisfasse a (13), convient
(biais nul) plusieurs choix sont judicieux. Dans tous
les cas l’instrument est obtenu aprés une suite d’ité-
rations.

Variable instrumentale (IV):

21+l 2 Cgnes
Pour calculer X on prend { = A(X"). Les itérations
sont initialisées par KPSL de §4.3.

Variable instrumentale modifiée (MIV):
De méme : .
un = a@HRIEH. R EY (1)
Ce choix de 1’instrument, qui pondére les mesures de
maniére optimale en tenant compte de la distance
porteur-but, est susceptible de conduire a un estima-
teur efficace (ce que n’est pas IV, [14]) .

4.5 BORNES DE CRAMER-RAO

La variance de tout estimateur sans biais X du vecteur
d’état est supérieure & 1’inverse de la matrice de
Fisher égale ici a :

P = M. M) (18)
"Matrice de Fisher"

5. ESSAIS SUR SIGNAUX SYNTHETIQUES

Les quatres méthodes non récursives de §4 (GN, PSL, IV
et MIV) ont été comparée entre elles, au filtre MPK et
au performances potentielles de la TPA (bornes de
Cramer-Rao) & 1l’aide de signaux synthétiques.

Pour les méthodes globales les équations programmées
sont exactement celles de §4 (en particulier GN et MIV
sont initialisés par PSL). Les équations du filtre MPK
sont celles données en [5]. De plus ce filtre est
initialisé par:

¥(070) = (0,0, B(t), 1/r ) (r, = 10 kn)

Fa) - - -
P(0/0 = diag (1074, 107%, 1074, 1078

Tous les résultats présentés correspondent a un méme
scenario assez court (décrit figure 2):

- le porteur suit une route en L & 3.4 m/s qui le méne
vers le nord,

- le but se déplace a 8 m/s au cap 150,

- la trajectographie a une durée de 1200 secondes
pendant lesquelles on dispose de 60 mesures séparées de
20 secondes.

- la distance porteur-but est faible, de 10 a 15 km, le
défilement en azimut important.

Nombre d’itérations nécessaires:

Les deux méthodes de variable instrumentale se distin-
guent de la méthode de Gauss-Newton par une convergence
beaucoup plus rapide:

- pour MIV et IV dans la quasi totalité des cas,et ce
quelque,soit o, deux & trois itérations suffisent pour
que ni X ni la valeur du critére J n’évoluent plus de
maniére significative.

- la convergence de Gauss-Newton est beaucoup plus

lente. Le critére J décroit de maniére réguliére
pendant parfois jusqu’a une dizaine d’itérations.

Biais des estimateurs- Efficacité:

Figures 2a et 2b sont présentés les résultats obtenus
par MIV et PSL pour le méme scénario avec ¢ = 1 degré.
Nous avons tracé dans un référentiel absolu
- les routes vraies du but et du porteur,

- les ellipses & 3 o (intervalle de confiance a 99%) de
la localisation a partir des 60 mesures pour 6 instants
différents (dédujtes des,bornes de Cramer-Rao),

- les estiméees KPS et KHI (5 itérations) obtenues
pour 100 tirages 1n&épendan¥s de la séquence de bruit

.
H

de mesure !),Ageprésentées par des ".".

A vue d’oeil X v semble bien sans biais et efficace
(ainsi que GN gont la sortie est ici indiscernable de
celle de MIV). PSL par contre est fortement biaisé.
Figure 2¢ les résultats obtenus par MPK, pourtant
initialisé de maniére favorable, sont catastrophiques.

Ces résultats sont précisés par ceux d’autres essais,
toujours sur le méme scenario, avec plusieurs valeurs
de o, qui sont présentés figure 3. Nous avons tracé
(avec une échelle log~log) :

-~ le biais correspondants aux diverses méthodes pour
1'estimée de la distance porteur-but en fin de fenétre,
représenté par des signes "+" (estimé sur 100 tirages
indépendants de V),

- la variance correspondante, avec ges signes "x",

- 1'err§ur quadratique totale (E.Q.” = variance +
(biais)”), avec des "x",

- enfin la variance minimale déduite du calcul des
bornes de Cramer-Rao.

Ces tracés permettent,pour chaque estimateur, de faire
la part entre biais et variance dans l’erreur totale.
Ils mettent en évidence un comportement semblable pour
tous (sauf PSL) :

-lorsque ¢ reste inférieur a un seuil ¢ (de 0.5a 1
degré) les estimateurs sont tous sans biais et
efficaces,

-par contre dés que ¢ dépasse ¢ la variance décroche
de la borne de maniére plus ou moins brutale (en lui
étant supérieure).

Cette valeur de o dépend de 1'algorithme et permet
d’établir entre eux la hiérarchie suivante (par ordre
de préférence décroissante) : MIV, GN puis MPK.

6. DETECTION DE MANOEUVRES DE LA CIBLE

Supposons qu’a un igstant t_ quelconque on ait déja
obtenu une estimée X de la ?rajectoire du but a partir
de mesures sur I,=[t,,t_]. Si on attend jusqu’en t

on va disposer de N nouvelles mesures, obtenues su?+N
12=[E¥+1’tn+N]' Avant d’utiliser ces nouvelles mesures
on détermine si :

HO ¢ le but a conservé la méme trajectoire sur I, que
sur I,. Les azimuts vrais sur I, sont les éléments
de §2 X) (extrapolation sur I2 ges azimuts sur Il)

.

le but a manoeuvré sur I,. Dans ce cas les azimuts
vrais sont les éléments ae §2v # gz(g).

Le test proposé exploite les quantités :
A
8 = Byp - BB (19)

vecteur Nx1 des écarts entre les azimuts mesurés sur I
et ceux prédits a partir des mesureg d’azimuts sur I
seul. Sous H, (et sous réserve que § soit sans biais,
efficace et gaussien) g, est un vecteur gaussien, cen-
tré de matrice de covarlance : .

t

C, =%, + M .F "l

2 = Ly + My Fy M (20)

(M, et F, étant les restrictions a I, et I, des mat-
rices M ét F données par (7) et (18)7). On"en déduit un
test optimal de détection de manoeuvre (rapport de
vraisemblance généraliséee) analogue & celui utilisé
par les méthodes récursives ([6]),{10]) :

t -1 1
R = 52 .Cz .22 . n
Le seuil n est fixé a par?ir du taux de fausse alarme

toléré o par :

(21)

«w=probd R> n/Hy b=probd Xy >ny  (22)

( puisque R est distribué selon une loi du X2 i N

“degrés de liberté). A n ou o fixé on peut aisément

déterminer la puissance du test (probabilité de décider
Hl si H; est vraiea.En effet alors2R est distribué
selon uiie loi du X~ non central X’ N(8) de parameétre de
décentrement :

t -1
8 = [§2v~§2(§)] -Cy -[EZV-EZ(Z)] (23)
La validité de ces équations et 1’intérét du test ont

été validés sur signaux synthétiques. Le scenario est
le méme qu’en §5 & ceci prés que, sous Hl, le but
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manoeuvre & partir de t= 900 sec, pendant 120 secondes,
passant du cap 150 au cap 270 & vitesse constante.
L’accord entre les distributions théoriques et les
histogrammes de R (obtenus a partir de 500 tirages
indépendants des séquences de bruit de mesure) est
excellent figure 4, que ce soit sous H, ou sous H,. De
maniére générale la manoeuvre est détectée d'autant
mieux que o est petit, N et B v~§2(§) grands.

On peut mentionner que ce tes% ne nécessite pas que o
soit connu (on peut l’estimer sur Il’ mais R ne suit
qu’approximativement une loi du xz). De plus il n’est
pas nécessaire que la trajectoire du but soit obser-
vable sur I, (il suffit qu’elle le soit sur IIUIZ)‘ Ce
test peut é%re utilisé pour donner un fonctiofnement
récursif par blocs”aux méthodes globales en rajoutant
des nouveaux blocs de mesures (si HO) ou en supprimant
les plus anciens.

7. CONCLUSIONS :

Des essais sur signaux synthétiques ont mis en évidence
la supériorité des méthodes globales sur les méthodes
récursives (y compris MPK réputé le meilleurs des
filtres récursifs). Par ailleurs un test de détection
de manoeuvre permet de donner a ces méthodes globales
un fonctionnement "récursif par blocs" (ce qui peut
étre agréable en pratique)
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