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RESUNE

Cet article est consacré a l’étude du
probléme de 1l’observabilité dans le cadre

de la poursuite azimétrique. Nous présentons
une étude comparative de quatre tests d’ob-
gervabilité et nous montrons comment
l’observabilité de l’ensemble but/observateur
influence la qualité du filtrage non
linéaire (filtre de Kalman étendu).
étude nous conduit a un concept
d’observabilite dynamique & partir duquel
noug proposons une méthode originale
d’'optimisation des manoeuvres du lanceur en
vue d’améliorer la qualité de l'estimation
deeg caractéristiquee cinématiques du but.

Cette

- INTRODUCTION -

Le probleme dit d'azimétrie consiste 8
déterminer avec le plus de précision possible
les caractéristiques cinématiques d’un mobile
(but) supposé¢ non coopératii (mobile manoeu-
vrant) & partir d’une mesure bruitée d’azimut
(angle formé par le nord géographigque et la
ligne de visée but-observateur ) efiectuée
par un observateur (lanceur), la position de

ce dernier étant bien entendu supposée connue,

Lee ¢quations qui régiesent la dynamigque de
l’ensemble but/observateur associées a 1'équa
tion de meesure constituent un modéle d’état
non linéaire et une solution au probléme
d’'azimétrie east fournie par le filtrage non
linéaire . De par la géométrie du probléme,
l’abservabilité joue un réle fondamental pour
assurer une bonne qualité de poursuite .

Aprés avoir rappelé les principaux
résultatse relatifs 4 1’obeservabilité des
systémes linéaires (S.L) nous présentons deux
tests d’observabilité pour les sytémes non
linéaires (S.N.L), basés sur l'utilisation de
la matrice Jacobienne de l’application
d‘aobservablité [ KOU-ELLIOT-TARN, 8 1, { HWANG-
MOHLER,10]. Ces tests sont ensuite appliqués
au probléme de l’azimétrie et les liens avec
les tests de [ NARDONE-AIDALA, 7 1 basés sur
une équation différentielle du troisiéme or-
dre sont mis en évidence. Les calculs sont
explicites pour trois types de représenta-
tion : modéles polaire ,polaire mixte, po-
laire modifiée .

Dans un deuxiéme temps ces tests
d'obgervabilité =ont mis en oeuvre sur un
exemple simulé pour montrer comment
l'oheervabilité de 1’ensemble but/observateur
influence la qualite du filtrage non lineaire
(Filtre de Kalman Etendu) en vue de la
reconetruction de la cinématique du but .

Puie le probléme de l’optimisation des
manoceuvres de l1’observateur est traité de
maniére a améliorer la qualité de la poursui-
te. Une nouvelle stratégie de manceuvre basee
sur la maximization de 1’Intégrale interve-
nant dang le test de [(NARDONE-AIDALA, 7 1 est
proposée . Deg résgultatse de simulation sont
montrés pour illustrer cette statégie de
manoceuvre .

- MODELISATION -

La modélisation jouant un réle important
dans le probléme de l1l’azimétrie, nous rappe-
long briévement les composantes des diffe-
rents vecteurs d’'état retenus dans notre
étude - voir tableau 1 - ( sous l’'hypotheése
d’un mouvement rectiligne uniforme de la part
du but ) .

ABSTRACT

This paper is concerned with the study of
observability in the came of the bearing only
tracking problem. We present a comparative
study of four observability tests and we show
how the obzervability of the own ship/target
syetem influences the non linear filter
quality. This study leads us to a cancept of
dynamical observability from which we propose
an original method to optimize the own ship
maneuvers in order to improve the quality of
the estimates of the target dynamical
characteristics.

Définition des variables :

o oo 000

z, z , z : dérivées guccessives de
l’azimut

D, D s Digtance et sa dérivée

v ,K , vV ,K : Vitesses et caps du but et du
lanceur

X ,Y ,X ,¥Y : positions du but et du lanceur
sur les axes X et Y

(=3 <@ =] o
X ,Y ,X,¥ : Vitesses du but et du lanceur
b b L L sur les axes X et Y
y oy : Accelérations du lanceur gur
X y lez axes X et
X ,Y ,V ,V : Positions et vitesses relatives
r r x ¥y gur les axes X et Y
Expressions Partie Equation discréte
MODELE du vecteur d'état |dynamique|de mesure
Polaire (1 z,D,Vb,l(b N.L
Polaire
mixte (2 z_n,vx,vy N.L 2(k) = %, (k) + w(k)
Polaire S o
wdifié (3) z,5.%p N.L
Cartésien o o L
n°1 4 XY XYy x. (k)
rr z(k) = Atctg;lzl-() + W(k)
Cartésien o © 2
n°2 xr'Yr'xr'Yr ‘L
= Takleau 1 =

W(k) étant le bruit de mesure .

La modéligation de la poursuite
azimétrique fait intervenir deeg équations
d’état non linéaires au niveau de la
dynamique ou de la mesure, et par suite la
seule connaiseance de la mesure d’azimut ne
permet pas de déterminer de maniére unique
1’état du systéme si aucune manoeuvre du
lanceur n'’eat effectuée,comme le montre la
régle bien connue des "quatre azimuts’
[BOZZO-BARBAGELATA 5,6 1 . Ceci est da a un
probléme d’observabilité.
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- OéSERVABILITE DES SYSTEMEE NON LINEAIRES -~

Soit le systéme (8) décrit par les

équations suivantes :

(=]

®{t) = f[t,x(t]
(1)
z(t) = hit,x(t)]
ot £ et h sont définies par :
n m
f:lto,t1] X Q@ ----> E h:fto,t:] XQ ---> E
1 n

avec ( [to,t1) XQ » ¢ ( E X E )
avec pour condition initiele x(to)e&%cQ

» , ensemble des états initiaux.

L’unicité de la soclution étant liée a la
propriété de bijection de l’application d’ob-
gervahilité, 11 est alors possible de définir
1’obgexrvabilité de la maniére suivante :

Définition 1
Le systéme (S) est compleétement ob=erva-

ble dane {},,ensemble des états initiaux, sur

l’intervalle de temps [to,tl],s’1)l existe une
bijection entre Q, &t l’'’enzemble des scrties

obgervées =z(t) sur l’intervalle [to,tll .

Nous rappelons que dans le cas des
systémes linéaires l’observabilité peut étre
testée & partir des critéres suivants

- Critére de définie-positivite du
Grammien .

- Criteéere différentiel obtenu apreés
avoir dérivée (n-1) fois la variable de
mesure et vérifié si la " matrice
d’aobgervabilité résultante est de rang
n ( nétant l’ordre du vecteur d’état ).

- Criteére de nullité de la pseudo-
mesure.

Dane le cas des S.N.L. le probleéme de

l’observahilité est beaucoup plus difficile a
.étudier que pour les S.L . Dane ce qul suit
nouge considérons tout d’abord une classe de
S.N.L. reniermant les modéles caractéristi-
ques du probléme d’azimétrie et pouvant etre
linéariséa trés simplement . Cette classe de
systémes ezt caractérisée par une équation de
dynamique linéaire et une équation de mesure
non linéaire, c’est a dire de la forme :

[+

x(t) = Ax(t}) + Bu(t)

z(t) = hix{(t)l
Hypothéses sur la fonotien hl.) 13

- La fonction hix(t)] est telle que :

- C x(t) - -1 G [z(t)]
hix(t)1l =h[——1——— } et h [z(t)l=s =-1--=--=-
- C x(t) G [z2(t)1]
2 2
(3)

ou C et C sont deux vecteurs lignes a
1 2 coefficients constants .

G [.] et G [.] mont deux fonctions non
2 linéaires

Nous pouvons alors obtenir l’équation de
pseudo-mesure linéaire suivante :

z(t) = M{t)ix(to) (4)

~

o z(t) est une " pseudo-mesure " telle que :

z(t) = [Gl[z(t)] ¢, = G,[z()]c, e (E7O 5 6yas
ot t (5

o
M(t) =[\32[z(t)]c1 - G][z(t)]Cz]. e(t_to)A (6)

A partir de ce pseudo-systéme linéaire
il est possible d’établir les conditions
d’ochsgervabilité en appliquant le critére de
nullité ou le critére différentiel . Cette
linéariesation =’applique au modéle cartésien
n®2 et permet d’établir les tests
d’observabilité suivants :
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ity

Nous retrouvons ainsi les conditions

- test de l’équation différentielle du

troisiéme ordre

< 00

2.z(t).z(t) ~

002 o4

DNA= 3.z(t) + 4.2(t) # 0O (7)

- test de l’intégraele d’observabilite

e (0 {70 cos[2(e)] - ¥ (8).sin[2(1)] Jass0
®)

d’observabilité explicitées par NARDONE-
AIDALA [713.

Nota

La condition =sur la présence d’une
accéleration du lanceur est nécessaire pour
assurer l’observabilité de l’ensemble
but/lanceur mai=s n’est pas suffisante.

- Critéres d’cbservabilité de S.N.L issus
U _comportemen e las matrice Jaccbhbienne -

Ces critéres, basée sur l’existence de
fonctions inverses,ont été étudiés par KOU-
ELLIOT-TARN [ 8 1 (dont les travaux décou
-lent des résultats obtenus par FUSISAWA-KUH
[3] ) et par HWANG-MOHLER (101 .

L’information permettant de déterminer
l’état initial du systéme est contenue dans
la mesure . En exprimant les dérivées succe-
ssives de 2z en fonction de celleg de h nous
pouvons définir le " vecteur et l’applicaticon
d’observabilite " Z et H qui en régultent ;

Z(to) = H{to,xo 1 (9)
T e (n-1)
oun 2 =I[ =z, 2, ... , Z ] (10)
T
H{.,.17 =T H , H , ... , H 1 (11)
1 2 n

Le but du probléme ezt de montrer que
" l’application d’observabilité "™ H est une
bijection entre l’ensemble des états initiaux
et l’ensemble dese sorties mesurées, permettant
aingi d’assurer l’unicité du vecteur d’état.

Definissant la matrice Jacobienne de HIL.,.1 :
dHC., &1
J(x{to))= —=-==~- | (12)
' ds !6=x(to)

Nous pouvons, & partir de conditions
imposees sur la matriceJdonner le critere
d’observabilité suivant ( qui établit une
condition suffisante mais non nécessaire).

Theoréme de Keu=-Elliet=Tara
n
Seoit l’application H : E

(ensemble des fonctions différen-
avec pour matrice Jacobienne J.

ou HE D
tiables),

5’1l existe une constante € > O telle
que les valeurs absolues des mineurs pringi-
paux de Ji(x) satisfassent pour tout x €

' P2 Pa ]
| A } 2 € , —---2-- 2 €, (.., ~m--n-- 2 €&
1 N A
1 n-1
n n
alora H est une bijection de E sur E.

Nous pouvons auassi citer les travaux de
HWANG-MOHLER (101 qui dépendent d’une maniére
analogue du comportement de la matrice
Jacobienne issue de l‘application d’observa-
bilite .Cette matrice est notamment simpli-
fiée par l’apport de la connaissance des
dérivéers successives de la mesure z(t).Dans
le cas ou le déterminant est non nul il
existe alors au moins une solution vis & vis
de l’état ( l’unicité de cette solution n’est
pag assurée) et l’on peut dire que le zsyzstéme
est localement observable autour du point
étudié ( HERMANN-KRENER (111 ), l1l’unicité de
la solution étant quant a elle assurée par
l’analyse des expressions littérales de
l’état du systéme obtenues en fonction des
dérivées successives de la mesure .
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- Application au probléme de l’azimétrie -

Nous avons résumé dans le tableau
suivant le déterminant des matrices
Jacobiennes obtenues pour trois types de
modéles ( QOUSTRI [121 ) .

‘ Modele Paolaire Polaire Polaire
mixte modifié
l D1 = D2= D3=
Idet J l
KET [ DNA DNA

l --3.v --3 DNA. D
ldet J l D b D

oy b
J : matrice Jacobienne correspondant a la’

KET wméthode de KOU-ELLIOT-TARN

J : matrice Jacobienne correspondant a la

HM méthode de HWANG-MOHLER

Par sulte, Le systéme est localement
observable si la condition de NARDONE-~AIDALA
est vérifiée (i.e =i DNA % O ) ce qui valide
par une approche non linéaire les résultats
de ces auteurs. Nous pouvonsg néanmoins
constater des différences notoires dans
l’expression des déterminants correspondant a
chacun des modéles, ce qui s’explique par le
fait que les variables d’état intervenant
dans ces modéles sont de nature différente.
Ainsi lorsque DNA est non nul ( i.e le
systéme est localewent obhservable ) le
déterminant D3 sera le plus grand
numérigquement du feit que la distance
apparait de fagon multiplicative alors
qu‘elle intervient au dénominateur dans les
déterminants D1 et D2 .Ceci laisse supposer
que le modéle polaire modifié se com -portera
plus favorablement lors de l’estimation des
variables d‘’état, ce qui a é&té vérifié expe-
rimentalement par SIFFREDI {21 & partir d’une
étude comparative des filtres de Kalman
étendus construits sur des modéles polaire,
polaire mixte et polaire modifié. C’est
pourquoi, compte-tenu des expressions des
différents déterminants et des résultats de
filtrage ( relatifs aux différents modeles )
fournis dans la littérature , nous pouvons
parler de sensibilité de la modélisation vis
a2 vis de l‘observabilité

- PARTIE EXPERIMENTALE -

Mise en oceuvre des tests d’observabilite

Dans une premiére étape nous faisons une
comparaison numérique des quatre testse
d’observabilité suivants :

- test de KOU-ELLIOT-TARN , noté TKET

- test de HWANG-MOHLER , noté THHM

- tests de NARDONE-AIDALA :

de l’équation différentielle (DNA) noté TDNA
de l’intégrale noté TINA

Les essais sont effectués sur une trajec
-toire de référence simulée dont les caracté-
téristiques cinématiques sont représentées
sur l’ensemble des figures 1-a a 1-f. La
mesure d’azimut est effectuée toutes les 2
secondes et l’écart type du bruit de mesure
est égal a 0.3 degreé.

Pour appliquer les tests THM et TDNA 11
est nécessaire de connaitre la dérivée tierce
de l’azimut qui est une variable trés
difficile a estimer dans un contexte
etochastique. C'est pourquoi nous
visualiserone l’ensemble des tests uniquement
dans le cas déterministe et nous n’avons
retenu que les THM et TKET issus des modéles
cartésien n®l( fig 2-a , fig 2-b) et polaire
modifié fig (2-d , fig 2-e). KNous avons
également représenté le TDNA (fig 2-c) et le
TINA (fig 2-f).Pour ce dernier test
1’intégration est faite sur une fenétre de 350
itérations pour se placer dans un contexte
d'observabilité locale. A partir de l’analyse
des figures 2a-2f nous pouvons conclure que
tous les testes ont détecté la présence d’une
accélération du lanceur (le systeme est alors
localement obhservable) . D’autre part, nous
pouvons noter que le TDNA a permis de détec-
ter 1l’évolution du but et ce test peut donc
etre utilisé comme détecteur de rupture de
modéle. Nous devons signaler également lee
avantages du test TINA, 3 savoir sa simpli-

cité et son meilleur conditionnement numéri-
que. C’est pourquoi nous avons retenu
1’'Intégrale de NARDONE-AIDALA afin
d’'optimiger la trajectoire du lanceur dans le
but d’améliorer le "degré d’obeervabilité" du
systéme et par conséquent la gqualité de
l1’egtimation . Cette optimisation est basée
sur l’hypotheése que le lanceur décrit des
gegments de droite parcourus & vitesse
constante entrecoupés de manoceuvres
apparaissant toutes lesg T minutes (T = 10 mn
pour les simulations). Nous déterminons a
1’instant tk le cap lanceur, incrémenté de
degré en degré, qui maximise l1’intégrale
d’observabilité décrite par l’équation (13)
OUSTRI [121 .

t

o0 Z(tk+T) est 1’azimut prédit a

l’instant tk+T a partir des mesures effec-

tuées jusqu’a l’instant t.

¥x et ¥y sont les accérations du lanceur

prédites a partir des équations suivantes :
o =]

£, +T
k (13)
10 = ~ s A
.f (£, +1-8) ¥, (8). cosB (e 1)~ ¥ (6)sind(t, +T) {48

Px(t) = V K(t) sin K(t) + V{(t) K cos K(t)
L L L L L L
(14)
o <
}Q(t) =V K(t) cos K(t) - Vit) K sin K(t)
L L L

(135)
nous avons simplifié 1’étude en prenant :
o o

V = cgte= 0 m/s et K = cste = 1l.35degres/s
L L

= .Mise_en_ceuvre -du eritere d'optimisatien =

Le but de l’essgail étant de mantrer
l’amélioration de l’estimation des
caractéristiques cinématiques du but
apportée par l’optimisation de la trajectoire
du lanceur, nous conserverons pendant les 5
premiéres minutes la trajectoire but/lanceur
de référence avant d’optimiger la manceuvre
du lanceur .

Nous proposons deux scénarios de
simulation ; le premier de référence (fig 3-
a), le second optimisé par le critére de
l’intégrale d’ob=servabilité (fig 4-a). Nous
voyeong gur la simulation de référence la
divergence du filtre cartésien (fig 3-b) et
du filtre polaire modifié (fig 3-c). Cette
divergence est dde au faible degreé

‘"d’observabilité du scénario de référence .Par

contre, apreés optimisation,le systéme but/
lanceur présente un meilleur degré d’observa-
bilité, ce qui permet la convergence des
estimés des variables d’état & l’aide des
deux types de filtres (fig 4-b , 4-c¢) et ce,
pour dee conditions initiales identiques a
celles du scénario de référence .Nous
montrons ainsi par cet essai 1l’influence de
l1’observabilité sur la qualité du filtrage .

CONCLUSION

Différents tests d’observabilité de systéemes
non linéaires ont été appliqués au probléme
d’azimétrie. Le= critéres d’observabiliteée de
Nardone-Aidala ont pu ainsi &tre retrouvés a
partir d’une approche non-linéaire. La notion
d’observabilité a ensuite été utilisée pour
optimiser la trajectoire du lanceur.
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