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Ia littérature présente de plus en plus d'algori-
thmes en treillis & des fins de modélisation ou de
filtrage. Parmi les solutions adaptatives exactes,
nous nous sommes intéresséds d la recherche de facteurs
d'oubli variables dans le but d'adapter ensuite le
treillis a d'éventuelles non-statiomarités du signal
4 traiter. Nous montrons d'abord que pour conserver
une solution exacte obtenue par minimisation 4d'une
erreur quadratique, l'ensemble des lois d'évolution
possible du facteur d'oubli est assez restreint. Enfin,
nous voyons qu'une pondération variable est en fait
équivalente 3 un facteur d'oubli constant. Ces résul-
tats sont confirmés par quelques simulations.

Depuis quelques amnées, les algorithmes en treil-
lis relatifs 4 la prédiction lindaire adaptative se
muiltiplient, en raison de nombreux domaines d'appli-
cation : modélisation, analyse spectrale, filtrage...
Parmi les solutions exactes, qui minimisent une erreur

T
quadratique moyenne du type Ep = E_'_,q et2 , nous nous
=P

sommmes  intéressés aux méthodes avec "fenétre a
priori", ce qui revient & supposer que le signal est
mul avant le début de 1'cbservation. L'avantage de
cette méthode est qu‘elle ne nécessite pas de connais-—
sance a priori sur l'ordre du prédicteur en treillis,
mais 1'inconvénient est que la non-stationnarité a
l'origine introduit une erreur d‘'initialisation. Pour
résoudre ce probléme, il existe plusieurs solutions :

. Méroire glissante de taille fixe M qui nécessite
le stockage des M derniéres cbservations, d'od
un encombrement mémoire qui peut étre important
[1,2].

pondération exponentielle : l'erreur 4 minimiser

P . T o
s'écrit alors By = t;l nr-t etz, ol h est le fac-

teur d'oubli, réel compris entre 0 et 1 [1,3].
. filtrage des observations avant la mise en oeu-
vre de l'algorithme en treillis [4].

Dans le cas d'une pondération exponentielle, le
choix d'un facteur d'oubli correct résulte d'un com-
promis entre deux qualités incompatibles :

. algorithme rapidement adaptatif (h proche de O,
qui permet de s'affranchir rapidement de 1'erreur
d'initialisation).

« algorithme peu sensible au bruit (h proche de 1
permet d'utiliser une mémoire de grande taille,
efficace dans le cas de domnées stationnaires
bruitées).

Sans connaissance a priori sur le signal observé,
nous avons cherché s'il était possible d'utiliser un
facteur d'oubli variable au cours du temps, proche de
0 & 1l'initialisation pour lutter contre la non- sta-
tionnarité de 1'cbservation, puis croissant vers 1 pour

Recursive least squares ladder estimation algo-
rithms have attracted much attention recently. This
paper presents an adaptive least squares lattice
using a varying exponential weighting, to track time-
varying parameters of the observed data. It is shown
that the forgetting factor has to follow some rules of
evolution to respect the simple recursions of the
usual adaptive lattice. Then, we show that using such
a varying exponential weighting gives the same results
that using a constant forgetting factor. These results
are confirmed by simulations.

lutter contre le bruit perturbateur. Dans la premiére
partie, nous reprencns rapidement la théorie des treil-
lis, selon une approche géométrique, afin de mettre en
évidence les contraintes que doit satisfaire le facteur
d'oubli, compatibles avec les formules usuelles de
récurrence de l'algorithme adaptatif ([2], [3]).

Dans la deuxiéme partie, nous exploitons ces con-
traintes et obtenons les lois de variations des fac-
teur d'oubli. Nous montrons alors que les deux premié—
res valeurs du facteur d'oubli déterminent entiérement
son évolution mais que le résultat final est identique
34 celui obtenu avec un facteur d'oubli constant.

Nous présentons, en troisiéme partie, des simla-
tions qui confirment le résultat théorique précédent.

Enfin, nous présentons rapidement, d'un point de
vue purement géométrique, le probléme a résoudre pour
faire varier 3 volonté le facteur d'oubli.

I - PREDICTION LINEAIRE - APPROCHE GEOMETRIQUE

Pour alléger les notations, 1'étude est menée dans
un cas scalaire, d'autant que 1'extension au cas vec-
toriel est aisée. Ayant observé un processus yr de
l'instant t = 1 4 l'instant t = T - 1, on cherche &
construire le prédicteur linéaire d'ordre N du futur

N
échantillon yy : ¥p = —igl ayN,i ¥ 7-i
L'erreur instantanée de prédiction directe est alors
N . .
N,T = YT +E; N1 ¥yP-i.

Si on introduit un facteur d'oubli constant h, 1'erreur
quadratique & minimiser s'écrit :

Ey,T = h By,7-1 + (1 - h) e2y,T
T
(L -n nr' -t e

Si de plus, ce facteur d'oubli varie au cours du
temps, l'erreur quadratique devient :

EN,T = hT EN,T-1 + (1 - hT) e2N,T
-1 T (1)

= tz=:1 (it-rt+l hi) (1 - ht) e2N,t + (1-hT) e2N,T
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soit, sous forme matricielle

Ey,r = [ex,1---ey,71 Hy [ey,1---ey, 7]’

ol la matrice diagonale Hyp est définie positive si
0¢h ¢1 t=14rT

Br = diagy | by...hghy(1-hy ), hr...h3(1-hy),
+++hp(l-hy),1-hy}
Les coefficients ay,;(i=l1 & N) qui minimisent cette
erreur quadratique sont alors solutions de 1'équation:

lan,1 ay,2 --- an,n] Yn,T By ¥'N,7 = -Y1.7 Hp Y'N,7

oi Yj,p est la matrice ligne [y; yp ...yl

Yy,r est la matrice (NxT)

O, ¥1 +er ¥N - Y11

v .
.

0...0 y1 .o YT—N

La solution adaptative introduit également la prédic-
tion rétrograde [3,5] a 1'ordre N sur les mémes échan—
tillons :

N

1w = —_21 by, N+1-1i YT-1
i=

erreur de prédiction rétrograde

N
Iy, T-1 = YT-1-N +,Zl by, N+1-i YT-i -
l=

Les coefficients by, 5 (§=1 4 N) qui minimisent 1'erreur
quadratique
Bg,p=[0=ry1 .- ry,p-1) Br [0 ry,1 --- g, ]

sont solutions de 1'écquation :

1 — +l [}
Con,N ---by,1] Yy, Hp Y'5,p = - Yo7 Hp Y'N,7

avec YIF_,}', =[0 ... O0yy oo Ypp-1]

matrice ligne, issue de (N+1) décalages a droite de
¥y.7-
En utilisant au besoin une matrice pseudo—-inverse [6]

si le produit Yy p Hp Y'y,T n'est pas inversible, on
aboutit & :

[eN,l ele sea eN,T:l = , \ -1
Y1.p (IpHp Y'y, (¥, tHrY ', ) 7" YN, T)
[0 rN,1 cee rN’T_l] =

+1 . .-
YIiI:T (Ip-Hp Y'y, (¥, YN, 7)Yy, 7)

ol Ip est la matrice identité (TxT)
soit, en post-multipliant par Hpl/2 :

Ly, 1 ey, 2 ---ey,1d BrY/2 = Yy.q Bp/2 (17 - By 1)
+1

[ory,1 «-- zy,p-1] Hpl/2 = Ylf,T Hrl/2 (1p - Py, )

L'opérateur

Byy,r = Brt/2 Y'w,r (1 By Y'§,1)70 Yiy,7 Bpl/2
n'est autre que le projecteur orthogonal sur le sous-
espace vectoriel engendré par les lignes du produit
¥y, Hpl/2.

Alors Qy, m = IT = Pyy n est le projecteur sur 1'espa-
ce complémentaire. s equations du treillis résul-
tent des propriétés de ces opdrateurs et sont large-

A

ment commentées dans la littérature ([1] & [6]).

Nous ne reprendrons ici que les points qui imposent
certaines contraintes & la matrice Hy, c'est & dire
au facteur d'oubli variable hg. ’

I.1 - Récurrence sur l'ordre

I1 s'agit de passer du projecteur orthogonal
PYN o Sur le sous—espace vectoriel engendré par les

lignes de Yy,p . Hpl/2 au projecte}n: Pye o Sur le
sous-espace engendré par YN+1,T'H’I‘1 2, .

’ Y Yy p-Hpl/2
Y1, 7-Hpl/2 = o Brl/2 = T
‘ i+ . YN+1_HT1/2
1:T J1:T

Ces deux quantités étant déjd définies, la récurrence
sur 1'ordre ne pose aucun probléme particulier.

I.2 - Récurrence sur l'ordre et le temps

I1 faut maintenant déduire le projec

de Py s BT Py, T
N,T

Y7
Y; HY/2 2 [0 T g1/2
N+L, T+l T+1 0 YN,T T+1
est & relier & YN’T.Hrl/Z.

En reprenant la définition des matrices diagonales
Hp, on peut écrire :

bry1-Hr O dr41 0 ... O

‘ 0

= 0 =17
fr1 0 ... 0 1-hpy 0 bpyiBr.Dp

ol le coefficient dpyy est égal a hT“‘l hp... hy (1-y)
la matrice diagonale Dy est égale &

1-ny lhy  lp lmgy
hy(I-h)) "h3(T-hy)  hp(T-hpo;)™ By (1-hy)

Dr=diagTi

ainsi

0 ¥y,p.Bpl/2.ppl/2

s . 1/2 = .
N+L, T+1 -Bre1 by 0 Yy poBirk /2.DTl /2

Pour que le projecteur Py se déduise de

Pyy ¢ selon la formule habitueﬂéTgés treillis, il
14

semble nécessaire que la matrice Dr soit scalaire.
C'est 1'hypothése faite :

Dp = diagp 1sT, SPs eeey sT] ol sp est un coeffi-

cient positif.

I.3 - Récurrence sur le temps

Cette derniére récurrence, moins immédiate que les
deux précédentes, résulte des propriétés du vecteur

T =[0 ... 01]. On montre en effet que :
Oy = %y, 11 0 si Hp et Hp.p vérifient
NTHT o L. 0 -1
hyp.Hpo] 0 condition toujours satisfaite
: dans le cas qui nous intéresse
Hp = Y
0 ... 0 l-hy

II - ETUDE DU FACTEUR D'OUBLI

On vient de voir que les formiles simples de récur-
rence sur le temps d'une part, puis sur l'ordre et le
temps d'autre part, ne sont préservées que si la ma-
trice Hpyj se décompose facilement en fonction de Hp
selon les relations suivarites :
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by Hyp 0

HBpyy = 0
0 ... 0 l-hpyy

Apyy 0 ... 0
0

pour la récurrence sur le temps

pour la récurrence sur
l'ordre et le temps

Hpyg ;
0 hpyy.sp.Hp

_Ces relations sont toujours vérifides dans le cas
d'un facteur d'oubli constant (hpyj.sp = 1 quel que
soit T). Elles imposent, lorsque l'on fait varier le
facteur d'oubli que :
1-hy 1-hj

? se e,

it

1-hnyy
> |

diang —_—
byt (1-hy)

hy(1-hy) h3(l-hy)

s diagTil, 1, oo, l}
c'est a dire :

I-hj 4
hij 41 (1-hy)

1-hj41

(2)
hj+1 (1-—hj)

quels que soient i et j compris entre 1 et T.

Pour déterminer les lois de variation du facteur
d'oubli, compatibles avec les formules usuelles de
réourrence du treillis, il nous faut reprendre
1'équation (2) qui peut se mettre sous la forme :

I-hj Iy  I-hp
= i = laT
hi+l l—hl hy
hy .
posons u; = > 0 puisque 0<h; < 1
1-hy

1'équation précédente devient

uz . N
Ui = —— (l+ui) i=1artT (3)
1ty
. u2 . . .
Si (1, la suite des uj converge vers une limite
T+ v telle que
u K L'I2
v = (1+v) soit v= ___ 7
L4uy 1+ -uy

c'est & dire si hy 1 {1, la suite des h; tend vers
1-h; 1-hy

hg = hy — supposé compris entre 0 et 1
-2
On obtient finalement :
1-h
1-hy _._1
1-h,
hy =1 -
hi-hy 1y .
1+ (hy )
hy (1-hy)2 1-hp

Il est clair que les deux premiéres valeurs hy et hp
déterminent entiérement 1'évolution du facteur

d'oubli vers sa valeur finale h2 1 a condition que
Iy

celle—ci soit bien inférieure a 1.
la figure 6 illustre un exemple de facteur d'oubli
variant selon la loi précédente (h1=0,1 et h3=0,5).
Mais on peut montrer qu'utiliser un facteur d'oubli
suivant une telle loi d'évolution est équivalent a
utiliser une pondération constante égale a la valeur
finale hy ~ L
inale .

2 I-hp
En effet, regardons l'erreur quadratique d minimiser :

T T
d'aprés (1) Ey,7=(l-hT)e2y,r + > (1-nt)edy,t( TT hi)
t=1 i=t+1

et en utilisant la contrainte (2), qui peut s'écrire

1-ny

higp(Ihi)shy —— . (1-hjy) $=18T
-hy

lors (1 '|E|r L g
alors (1-h) TT 1y = (-hp)(hy ) T-
i rrh I-hy

ce qui correspond bien & un facteur d'oubli constant
1-hy

T-hy ’

les simulations qui suivent confirment parfaitement
ces résultats.

hy

III - ETUDE EXPERIMENTALE

le premier exemple illustre l'erreur d'initialisa-
tion en fonction du facteur d'oubli constant. Le signal
traité est une sinusoide 4 0,12 Hz, non bruitée, échan-
tillonnée & 1 Hz et observée sur 40 points. La figure
1 représente les coefficients du prédicteur d'ordre
2, en fonction du nombre de points du signal, pour
h = 0,96, tandis que la figure 2 est relative & un
facteur d'oubli plus faible h = 0,2. On constate que
l'algorithme converge beaucoup plus vite dans le
deuxiéme cas.

le second exemple est 1'un de ceux traités en [2].
I1 s'agit d'un processus autorgressif d'ordre 2 :

Yr]_: =1,8 yp-1 0,95 yp-2 t 0'3,bT ,
ol by est un bruit blanc, centré, normé.

les figures 3 a 5 représentent les coefficients du
prédicteur direct d'ordre 2 en fonction du nombre de
points du signal. La figure 3 est relative & un fac-
teur d'oubli variable, dont 1'évolution est donnée en
figure 6. La figure 4 est issue d'une pondération
constante h = 0,6 et la figure 5 d'un facteur d'oubli
constant h = 0,9. la remarque précédente reste vraie
mis, surtout, on constate bien que les résultats ob—
tenus avec un facteur d'oubli variable (h; = 0,1 ;

1-h

hy = 0,5 ; hy TlTl‘ = 0,9) sont senmblables & ceux obtenus
2

pour h = 0,9.

IV - CONCLUSION

Dans un premier temps, nous avons établi a quel type
de variation doit obéir le facteur d'cubli d'un algori-
thme adaptatif en treillis pour que la solution soit
la solution exacte obtenue par minimisation d'une er-
reur quadratique. Dans un deuxiéme temps, nous avons
montré qu'un facteur d'oubli qui suit une telle loi
de variation conduit aux mémes résultats qu'un facteur
d'oubli constant. Le probléme, tel que nous l'avons
posé, n'a donc sans doute pas de solution simple.

En effet, pour faire varier le facteur d'oubli &
volonté, toujours dans le souci d'adapter le treillis
d d'éventuelles non-stationnarités du signal cbservé,
il semble qu'il faille revenir au projecteur orthogo-
nal Py, lui-méme. En particulier, il faudrait pou-

’

voir déduire le projecteur orthogonal sur le sous—
espace vectoriel engendré par les lignes du produit
Yy, 7-Bpl/2.0p1/2  Qu projecteur Pyg p et de la matri-
ce Dp. !

Est-ce possible sans accroitre considérablement le
volume des calculs du treillis ? C'est le probléme
que nous étudions maintenant.
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Fig. 1 : Coefficients du prédicteur (sinusoide h=0,9)
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Fig.2 : Coefficients du prédicteur (sinusoide h=0,2)

Al 2.,2)

Fig.3 : Coefficients du prédicteur
(processus AR h variable)

A2 ,2)

Fig.4 : Coefficients du prédicteur
(processus AR h=0,6)
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Fig.5 : Coefficients du prédicteur

(processus AR h=0,9)
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Fig.6 : facteur d'oubli variable

(h1=0,1 hy=0,5 hy=0,9)
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