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Résumé : Cet article est consacré a l’étude Summary ¢ This paper is concerned with the

théorique des propriétés de convergence en
moyenne et en moyenne quadratique du filtre
en treillis/gradient adaptatif. D’autre part

une méthode de correction du taux de conver-

gence est proposée en vue d’améliorer la ca-
pacité d’adaptation du filtre vis & vis de
non stationnarités du signal a filtrer. Des
résultats de simulation sont présenteées pour
illustrer le comportement du filtre en
treillis/gradient sans correction et avec
correction du taux de convergence.

I. INTRODUCTION

.eg filtres en treillis ont fait l’cbjet de
nombreuses publications ces derniéres années
tant sur le plan théorique gqu'au niveau des
applications (analyse et synthese de la pa-
role, estimation spectrale, égalisation de
données, déconvolution de signaux sismiques,
traitement d’antenne, reconnaissance et dé-
tection de fouillis). Ces filtres sont ca-
ractérigés par des pearamétres, appelés coef-
ficients de corrélation partielle (PARCOR)
direct et rétrograde.

Dans la plupart des applicationg de traite-
ment du signal, l’entrée du filtre ne pou-
vant étre supposée stationnaire, il est

fait appel & des filtres en treillis adap-
tatifs, c’est & dire pour lesquels les coef-
ficients PARCOR sont réajustés a chaque ins-
tant. Deux types de méthodes récursives peu-
vent~étre utilisés : des méthodes optimales
basées sur l’utiligation des Moindres Car-
rég (treillis/Moindres Carrés) et des me-
thodea sous-optimales utilisant 1l’algorith-
me du gradient (treillis/gradient) ou l’al-~
gorithme du =igne.

Cet article est consacré & l’étude théori-
que des propriétés de convergence des algo-
rithmez en treillis/gradient introduitsz par
[Griffiths -1977,197831 et [(Griffiths,
Medaugh - 1979), qui présentent l‘’intéreét
d’une plue grande simplicité de mige en oceu-
vre que les algorithmes en treillig/Moindres
Carres.

En revanche il est assez difficile d’effec-
tuer le réglage du taux de convergence, pa-
ramétre caractérigtique de la méthaode du
gradient, pour chague cellule du filtre en
treillis. Griffiths et Medaugh ont proposé
une normalisation de ce taux de convergence
afin d’obtenir une marge de fonctionnement
agaex large tout en respectant le caracteére
d’indépendance de chaque étage du filtre en
treillis. Cette normalisation peut étre
rapprochée de celle développée par [Frost-
19721, [Bienvenu-1973]1 et (Widrow et al. -
19761 dans ‘le cas d’un filtre trans-
verse, et elle est sous-tendue par une éva-
luation des bornes théoriques de convergen-
ce en moyenne et en moyenne quadratique de
1’algorithme LNMS.

En s’inspirant de ces travaux nous montrons
comment peuvent-étre obtenues les conditions

theoretical study of convergence properties
in the mean and the mean squares senses of
the gradient adaptive lattice filter. More-
over a correction method of the convergence
rate is proposed in order to improve the
filter adaptation capability with respect
to non stationarities of the signal to be
filtered. Simulation resgults are presented
to illustrate the behavior of the gradient
adaptive filter without correction and with
correction of the convergence rate.

de convergence théoriques relatives & l’al-

gorithme en treillis/gradient de Griffiths

et Medaugh. D’autre part, nous proposons
une méthode de correction du taux de cone
vergence dans le cas d’un estimateur biaisé
de la covariance des résidus avance et re-
trograde présents dans le filtre.

Des résultats de simulation sont prégentée
pour illustrer le comportement des filtres
en treillie/gradient (version normalisée,
avec correction et sans carrection) vie-
a-~vis de non stationnarités du signel a
filtrer.

II. FILTRE EN TREILLIS/GRADIENT
La structure stendard d’un filtre en treil-.

lis d’ordre N est décrite &8 1’ailde des
équations suivantes :

r
€ () = € () - K () r (+-1) (1)
n n-1 n n-1
€
r (t) = r (t-1)- K (t) € (t) (2)
n n-1 n n-1
€ r
Lee coefficienta K et K , paramétres carac-
n n

téristiques de la cellule (n), sont appelés
coefficients de corrélation partielle (par-
tisl correlation : PARCOR) direct et rétro-
gratle respectivement. D’autre part les gi-
gnaux €, et r, sont appelés residus direct
et rétrograde respectivement., Le filtre en
treillis/gradient & deux coefficiente
[Favier-1986] ezt obtenu en choiszissant Kﬁ
et K£ de maniére a minimiger les énergies
moyennes des résidus rétrograde et direct
regspectivement, ce qui donne :

€ € €
K (t+1) = K (£) + 2n € (t) r (t) (3)
n n n n-1 n
T r T
K (t+1) = K () + 20 r (t-1) € tt) (4)
n n n n-1 n

Les soclutions optimales correspondantes des
coefficiente PARCOR sont :

€ » 2

(K ) = E[€ (t) r (t-1)1 /7 ELE (t)] (5)
n n-1 n-1 n-1
T o* 2

(K ) = EL€ (t) r {t~-1)]1 7/ Elr (£-1)1] (6)
n n~-1 n-1 n-1
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I1I. PROPRIETES DE CONVERGENCE

En raison de la non linéarité des équations
(3)-(4) vig-a-vie des signaux résiduels, il
egt nécessaire de faire des hypotheses sim-
plificatrices afin de pouvoir déterminer les
propriétés de convergence du filtre en treil-
lis/gradient. Ces hypothéses sont identiques
a celles utilisées par [(Griffiths, Medaugh-
19791 :

a) Tous les signaux intervenant dans le filtre
sont supposés gaussiens et centrés.

b) Les coefficients PARCOR calculés récursi-
vement A& l’aide de (3)-(4) sont supposés étre
indépendants des signaux intervenant dans le
filtre.

Convergence en moyenne du filtre .

€ r
En définigsant les écarts AKn' AK, par rap-
€ » T *
port a la soclution optimale (K ), (K
n n
définie & l’aide de (S5) - (6) :
€ € €
AK () = K () - (K ) (7))
n ) n n
r r r *
AK (t) = K (t) - (K (8)
n n n
et en utilisant les relations (2)-(3), nous
obtenons :
€ € € € 2
K (£+1)= K (£)+2p [E(t)r(t-1)-K(t)e(t)l (9)
n n n n-1 n-1 n n-1

Par suite, compte tenu de l’hypothése b) et
de l’expresesion (5), nous déduisons :

€ € 2 €
EIAK (t+1)1={1-2p E[€ (t)1} EIAK (t)1 (10)
n n n-1 n
D’olt nous pouvons tirer la condition de con-
€
vergence en moyenne du coefficient K , que
n
€
doit satisfaire le taux de convergence p :
€ 2 n
0 < p < 1/EL€ ()] (11)
n n-1
En procédant de la méme fagon pour le coef-
r
ficient K nous obtenons la condition de con-
n

vergence en moyenne guivante pour le tauv

de convergence p H

n
by z

< L/Efr (t-121]
n n-1

0 < p (12)

En supposant que les conditions de convergen-
ce en moyenne (11) et (12) soient satisfai-
tes, nous allons déterminer maintenant les
conditions de convergence en moyenne gquadra-
tique du filtre en treillis/gradient, c’est

4 dire les conditions pour gque la variance
des écarts AKE(t) et AKh (1) reste bornee.

Les calculs etant 1dentiques pour chacun

des écartzs nous développons ci-aprés les
¢quations relatives a AKEcey. A partir

de (7)) et (3) nous avons
[ = = *
AE (1) Attty AK (ty + 2p rit) &(t) €13}
1 n fnooon n-1
aveo
(SR
AlLY = 1 - & op € (i) 14)
n n-1
- e
¥y (i) = ¢ (t-1) - (K ) € o (15)
£1 -1 n n-1
cu ¢ (t) reprécente lo residu rétrograde op-
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Iv.

€ € «
timal, obtenu en remplagant K (t) par (K )
n n
dans (2).
€
Par suite la variance de l’écart AK (t+1)
n
est égale & :
€ 2 2 € 2 €
E{IAK (t+1)3 }= E {A (£)LAK (£)1 } +4p .
n n n
* €
EfA(t)r ()€ (L)YAK ()13
n n-1 n
€ 2 *2 2
+ 4 (p ) E{r (t) € ()} (16)
n n n-1

En prenant en compte les hypothéses a) et b)
nous avons :

2 € 2 2 € 2
E{A (t)ILAK ()1 } = EL[A (£)]1 E{[AK (t)1 } (17)
n n
avec
2 € 2 € 2 2 2
ELA (£)1=1-4p EI[E(t)1+12(p ) (E[E(t) ]} (18)
n n-1 n n-1
D’autre part
L] 2 2 Exl 2 2
Elr (t)E(t)1={Elr(t-1)1-(K ) EI[E(t)IIE[E€(t)]
n n-1 n-1 n n-1 n-1
(19)
oU le terme entre mccolades représentg la va-

riance du résidu rétrograde optimal r(t),soit:
=2 2 *2 2 n

(t) € (t)1 = Elr (t)1 EL€ (t)1] (20)
n n-1 n n-1
Enfin en suppos=ant que la condition de con-
vergence (l1) soit satisfaite, le deuxiéme -
terme du membre de droite de (16) est nul.

Elr

€
Par suite, la variance de AK (t+l) s’'écrit
n (21)
€ 2 2 € 2 €2 *2 2
EfAK(t+1)I=E[A(t)IE[AK(t)1+4(p IYEIr(t)IEIE(L)]
n n n n n-4

D’ou il est facile de tirer la condition de
convergence en moyenne quadratique
2

ELA (t)1< 1 (22)
ou encore a partir de l’exprssion (18)
€ 2
Q< p < 1/3 E [€ ()] (23)
n n-1
En procédant de la méme fagon pour le coef-
r

ficient K
n

convergence en moyenne quadratique suivante

T 2

O < pn < 1/3 Blr (t-1)1

n n-1
Comme il était prévisible les conditions
de convergence (23)-(24) sont plus-restric-
tives gue les conditions (11)-¢12).

nous obtenons la condition de

(24)

METHODE DE CORRECTION DES TAUX DE CONVERGENCE

L introduction d’une méthode de correcticn
des taux de convergence a pour but d’amélio-
rer les propriétés de convergence du filtre
en treillis/gradient de maniére a aboutir

a un compromis entre d’une part la capacite
d’'adaptation du filtre vis a vie de non sta-
tionnarités du signal a filtrer et d autre
part la sensibilité au bruit en régime per-

manent.
Dans ce gui suitl nous congidérons la ver-
si1on normalis¢ee a deux coeffaicaents du

filtre en treiliis/gradaient. La normali-
sation est réalisée par rapport a l’'ener-
gle desg résidus direct et rétrograde ce
trouvant en entrée de chague cellule
z'ezt-a-dire
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€ 2 b of 2
p =« / ELE(t)] (25) p =« /7 Efr(t-1)1 (26)
n n n-1 n n n-1

Il est a noter que pour satisfaire les
conditions de convergence en moyenne (11)-
(12) et en moyenne quadratique (23)-(24),
nous devons avoir

x < 1/3 (27)

n
En pratique la variance des résidus direct
et rétrograde est estimée a l’aide de l'es-
timateur biaisé guivant [(Friedlander-19821,
fHonig, Messerschmitt-19813 :

€ € 2
R (t) = AR (t-1) + € (t) (28)
n n n
b o b o 2
R (t) = AR (t-1)+ r (t-1) (29)
n n n

avec 0 < A<}, ce qui conduit aux valeurs
estimées suivantes dees taux de convergence

€ € € r r r
p (t)=a(t)/R(t) (30) p (t)=ox(t)/R(t) (31)
n n n-1 n n n-1
Pour obtenir les formules de correction re-
€ r €

latives a p et p nous determinons o (t)

r n n n
et « (t) de maniére que (30) et (31) soient

n
des estimateurs non biaisés de (25) et (26)
respectivement. Cele nous donne :

€ € 2

a (t) = o« ELfR (£)1) / El€e (1)1 (32)
n n n-1 n-1

r ol 2

o (t) = a ELR (t)] / Elr (t-1)1 (33)
n n n-1 n-1

En remarquant que (28) peut s’écrire auseli :
€ t t-k 2 t-to €

R (t) = ¢ ‘X € (k) + R (to) (34)
n-1 k=to+l n-1 n-1

ou to représente l’instant initial de la
fenétre de calcul considérée, et en notant
que pout tout n€lO, N1 :

2 2 2
E[€ (to+1)]12EL€ (to+2)l2...2E[€ (1)1 (35) et
n-1 n-1 n-1
2 2
El€e ()] £ Ro ok Ro = Ely (t)1} (36)
n-1
nous pouvene déduire l’inégalité suivante
t-to
€ 2 1-A t-to €
E[R(LYI/ELE(t) T2 e+ A R (to)/Ro (37)
n-1 n-1 1-A n-1

et par suite la méthode de correction
que nous proposong consiste & prendre

€
t-to R (ta)
€ 1 - >f~to n-1
a (t) = « ; . + e {38
n n 1 —.A Ro
ob a est choisi de manieére a réaliser un
n

bon compromis entre la sensibalité au bruit
et la capacité d‘adaptation de l’algorithme.
De la méme fagon nous choisissons :

t-to RY (to)
r 1 - A t-to n-1
a (t) = « e + )\ e (39)
n n 1 —.A Ro

V. SIMULATIONS

Les simulations que nous précsentons cli-apreés
€€ rapportent d'une part a l’étude des pro-
priétés de convergence du filtre en treillis
gradient, d'autre part a4 la méthcde de cor-
rection développee au & 1V. Pour 1l'ensenble
des essais nous avons utilisé une formule de
correction de la méme forme gue (38) wu (39),
en fixant :

€ r
o (t) = a (t) = alt) , avec « = k Vn € N
n n n
€ r
R (to) = R (to) = R(to) =1 et Ro =1
n-1 n-1

Ceci se traduit par l’utilisation d’une for-
mule unique de correction pour le calcul de
al(t).

Les figures 1-12 ont é&té obtenues a partir
du traitement d’un processus AR d’ordre 2
obtenu par passage d’un bruit blanc de
variance unité & travers la fonction de N

tranafert 1/A4(z) avec A4(z)=1-1,6Z +0,95z .
Cea figureas représentent, en fonction du
nombre d’itérations traitées t, le premier
coefficient estimé a4(t) obtenu & partir des
valeurs estimées de K4 et K, (Fig 1,4,7,10)
et une valeur eatimée, & l‘aide d’'une moyenne
temporelle, des quantites ECAKE1 (Fig 2, S,
8,11) et E(([&K:JL} (Fig 3,6,9,12). L’ensem-
ble de ces figures permet de vérifier les
conditions théoriques de convergence en mo-
yenne et en moyenne quadratique établies au
S§III. A noter cependant que pour ap= k 2 1/3
le paramétre a4 n’est plus identifié correc-
tement. Le deuxiéme ensemble de simulations
(Fig 13-21) est consacré a l’étude de la mé-
thode de correction lorsque le signal d’en-
trée du filtre présente une non stationnari-
té (rupture de modéle & la 500eéme itération
Ag(z) -> Az(z) = 1-1,8 z°1+1,6 z2- 0,7 =3;
voir fig 13). A 1l’appui de ces simulations,
nous pouvons formuler un certain nombre de
remarques intéressantes :

-Pour une méme vitesse de convergence a
l’initialisation, il y a augmentation de la
capacité d’adaptation de l’algorithme au ni-
veau de la rupture du modéle lorsqu’eon uti-
lise la méthode de correction (comparer fig.
16 et 17), au détriment de 1’apparition
d’oscillations plus importantes durant le
transitoire qui suit la rupture.
-Inversement, pour une méme capacité d’adap-
tation & la rupture, le régime transitoire
présente de plus fortes oscillations dans

le cas sans correction (Fig 20) que dans le
cas avec correction (fig 18).

~Les figures 14 et 15 ainsi que 19 et 20 met-
tent en évidence, en régime permanent, l’in-
térét du lissage des paramétres estimés

a l'aide d’un filtre du ler ordre.

-La variance de l’erreur d’estimation des
parametres AR augmente proportionnellement

4 la valeur du taux de convergence o =k.
(voir fig 15, 1Y), n

-Dans le cas sans correction, nous pouvons
ajouter que, pour une méme capacité d'a-
daptation a la rupture et pour une erreur
d’estimation comparable en régime perma-
nent, les transitoires & l'initialisation
sont plus rapides lorsque le taux de con-
vergence st normalisé a l’aide d’'un es-
timateur biaisé de la variance deg résidus
(équations (28)-(31) ; fig 14) que dans

lee cas ot l’on utilise un estimateur non
biaise (£fig 21),
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lere Partie des simulations : PROPRIETES DE CONVERGENCE
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