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RESUME - Nous présentons dans ce travail une méthode
d'estimation des parameétres de sinusoides exponentiellement
amorties et bruitées (le bruit étant supposé blanc) par
minimisation sous contraintes de l'erreur de prédiction future
et passée. Les contraintes sont déterminées de fagon 23, d'une
part imposer une forme symétrique au vecteur de prédiction et,
d'autre part forcer les racines associées au prédicteur et lides
au bruit 2 se trouver sur le cercle unité. Ceci permet de garder
le méme nombre de paramétres indépendants que pour la
méthode associée & la minimisation de l'erreur de prédiction
future (ou passée) et de discriminer aisément les racines
signal et les racines bruit.

L. INTRODUCTION

Les principales méthodes pratiques permettant
l'estimation des paramétres de sinusoides exponentiellement
amorties (signaux sources) dans un bruit blanc sont basées
sur la prédiction linéaire {1,2] et la recherche des zéros
associés au prédicteur. Kumaresan et Tufts [3] ont montré
qu'en utilisant un modele surdimensionné on pouvait
améliorer l'estimation et qu'en utilisant une contrainte de
norme minimale pour le prédicteur on forgait les racines
bruits vers l'intérieur du cercle unité : d'olt l'idée d'utiliser la
prédiction passée (ou rétrograde) pour mieux les séparer des
racines signaux.

D'un autre c6té nous savons que, dans le cas de
sinusoides non amorties, la prédiction future-passée (ou
progressive-rétrograde) permet d'augmenter les performances
du prédicteur [4]. L'inconvénient d'une telle approche, dans le
cas d'exponentielles amorties, va &tre de doubler I'espace
source : d'ol le fait qu'elle n'a pas été utilisée jusqu'ici. En
fait, en exploitant correctement les propriétés de la matrice
progressive-rétrograde, on peut imposer entre les signaux
sources et leurs images une relation qui permet d'éviter une
augmentation du nombre de paramétres indépendants.

Ainsi, dans la premitre partie nous envisageons les
propriétés de la matrice de covariance progressive-rétrograde
(ou directe-inverse) associée aux données; nous montrons que
la dimension du "sous-espace source” sous tendu par cette
matrice centrohermitienne est le double de celui de la matrice
progressive (ou rétrograde). Dans la deuxidme partie nous
montrons que pour toute matrice centrohermitienne, y
compris en présence de valeurs propres d'ordre de multiplicité
supérieur a un, il est toujours possible de trouver une base de
vecteurs propres possédant la propriété de symétrie
hermitienne. D&s lors, nous explicitons le type de contrainte
tel que le polyndme en z associé au prédicteur soit toujours
autoréciproque. Dans une troisidme partie nous montrons que
sous la contrainte de norme minimale les racines en z liées au
bruit sont sur le cercle unité.

. PROPRIETES DE LA MATRICE PROGRESSIVE-
RETROGRADE

2.1. Modgéle de base : matrice progressive

Nous supposons que le signal observé x(n) en temps
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discret peut-&tre caractérisé par la somme de fréquences pures
amorties exponentiellement, dont nous devons estimer les

parametres, et d'un bruit blanc complexe de variance 62 [1]:

P
x(n) = Zni Z + o(n) = y(m)+w(n), 1<n<N (1)
i=1

avec

n,= C.:i exp(j el) s

z; = exp(d, + 2mj v,

(2

olt §; est le décrément logarithmique de la composante i

(amortissement) et v; la fréquence de cette méme composante.

Considérons M données non bruitées que nous
qualifions de progressives {ou futures) an sens de la prédiction
linéaire et que nous noterons sous forme vectorielle :

T
yin) = [y(n), y(n-1), ..., y(n-M+1)]
ce qui, d'aprés (1), nous conduit 2 :

1 5

P P
y®=§mﬁz¢ =§&®§p (3)
1= 1=

-M+1

Nous constatons que pour tout n yg(n) appartient au
sous-espace Ep engendré par tous les vecteurs sfi(1gisp).

Ce sous-espace constitue le "sous-espace source”. Le vecteur
$f i sera appelé vecteur source i. La dimension de ce sous-
s

espace est égalea p si les z; sont différents et si M 2 p.

L'espace vectoriel engendré par I'ensemble des
vecteurs {yg(n), n=1 & N-M+1} est aussi l'espace propre de la

matrice :



194 ONZIEME COLLOQUE GRETSI - NICE DU 1er AU 5 JUIN 1987

A R N-M+1 >
) M+12p,
Tty = Noam _%; | Y e F(, {M >p. W

Si nous désignonsApar 4 un vecteur propre associé a
une valeur propre nulle de I“f,y, ce vecteur propre est tel que :

M-1
sha=2 a5 =0 Vie (1p) 5

ol

z; =exp (8, + 21 v,) .
Par suite, z; est zéro du polyndme.
- 1
az) =2, al)z . 6)
1=0

Ainsi, si I'espace des observations est de rang p, il
coincide avec l'espace source et tout vecteur a qui lui est
orthogonal permet alors l'identification des "sources" par la
recherche dﬁs zéros de a(z). L'intérét de la matrice de

covariance l"fy est qu'elle va permettre l'identification de
I'espace source A partir des observations bruitées xf(n) :

x¢n) = [x(n), x(n-1), ..., x(n-M+1)]"
.En effet, en posant :
N-M+1
~ 1 2
1—‘f,x N-2M 2M xf(n) Xg (n) (D

et du fait que xg(n) est, d'aprés (1), la somme de yg(n) et d'un

bruit blanc @g(n) décorrélé avec yg(n) nous avons :

A~ 2
I“X=E[I‘f’x]=I‘y+o I. : ()
Par suite les vecteurs propres de T, sont les mémes que ceux

de I'y les valeurs propres étant décalées de 62.

2.2. Matrice progressive-rétrograde non bruitée : propriétés
élémentaires )

Le vecteur rétrograde ¥;(n) associé au vecteur yg(n)
est obtenu en inversant et en conjuguant les composantes de

ce dernier :
A

*
ol J est la matrice de commutation de Jordan.

De ce fait, la matrice de covariance rétrograde

s'écrit:
A N-M+1
+
Loy = Nom EMZI %@y ). 10

aprés ) et (10) il vient ;
=] [r ) T (D

1’

A
Par suite, si v, est vecteur propre de I"f'y, A, étant la valeur

propre associée, on montre facilement que :

~ * 7\ *
LyTvi=ATy . €12

~
Ainsi, J fi est vecteur propre de I', y avec pour valeur propre
)

associé A,

Dans ces conditions, nous définirons la matrice

progessxve-retrograde par la relation :

=, +T 1. (13)

Il est facile de vérifier que cette matrice est une matrice

centro-hermitienne, c'est a dire que :

]1" J = r (14

et que si v, ¥ est vecteur propre de F Jv j est aussi vecteur
propre relatif 4 la méme valeur propre

Ces propriété}s\ sont naturellement tout aussi
valables pour la matrice I, progressive-rétrograde.

2.3. Matrice progressive-rétrograde non bruitée : dimension

du sous-espace source

D'apres (13) et (14) la matrice de covariance

progressive-rétrograde peut se metire sous la forme :

p

Pa)
+ * Ky

I‘y=z ?xi[vivi+Jvi v, J1/2. 15

i=1 - -
Cette relation montre que l'ensemble des vecteurs complexes
{v, et J Y-*i} forme une famille de vecteurs génératrice d'un
nouveau sous-espace source. Si cet ensemble est libre, il est
de dimension 2p. Un raisonnement par récurrence permet de

montrer que cet espace est bien de dimension 2p pour M 2
2p, hypothése qui sera retenue pour toute la suite.

1L

BASE A SYMETRIE HERMITIENNE - POLYNOME
AUTORECIPROQUE ET CONTRAINTES ASSOCIES AU
PREDICTEUR

3.1. Base a symétrie hermitienne

Nous avons vu au paragraphe 2.2 que si lj est
vecteur propre d'une mamce centrohermitienne, Jv* jes
également vecteur propre relatif 2 la méme valeur propre.
Montrons que l'on peut construire une base de vecteurs
propres ayant tous la propriété de symétrie hermitienne, c'est
a dire tels que J u* = u. Dans le cas général ol une valeur
propre, A, peut étre dégénérée d'ordre q, le raisonnement se
fait par récurrence.

2) Initialisati

Soit u; un vecteur du sous espace propre E q relatif a

A. Formons les deux vecteurs

' *
U =uy o+ J Uy
= (16>
u2 J(u1 J ul)
On vérifie « qu'ils ont T'un et l'autre la propriété de symétrie
hermitienne.
SiJu®, est colinéaire & u,, u; etu, lui sont
également collinéaires, L'un au moins est non nul et peut étre

pris comme premier vecteur de la base A symétrie
hermitienne.
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SiJ 11‘1 ety; sont indépendants, u et y_’z le sont

également. On vérifie que les deux vecteurs

ul‘,

A ST "
L= =it b

= I, =

gardent la symétrie hermitienne et sontorthogonaux : ils
peuvent étre choisis comme premiers vecteurs de la base.

b) Récurrence
Supposons que l'on ait trouvé i < g vecteurs de Eq

orthogonaux et a symétrie hermitienne. Il existe alors un

.

vecteur de Eq, soit n;,,, orthogonal a I'espace vectoriel
engendré par les i premiers vecteurs. Les i premiers vecteurs
ayant la symétrie hermitienne, on vérifie que l'orthogonalité
de ., % ces vecteurs entraine celle de Ju*,,, .

On peut alors appliquer la méme méthode que ci-
dessus pour construire, par somme et différence de u, , et

-

Jg’i +1» un ou deux vecteurs & symétrie hermitienne

orthogonaux aux i premiers.
La récurrence est donc bien assurée de i 4 i+1 ou i+2
et se poursuit jusqu'a l'ordre q.

3.2. Contraintes sur le prédicteur

On impose au prédicteur l'orthogonalité a l'espace
signal (engendré par les vecteurs propres v,, ..., Yap relatifs

aux 2p plus grandes valeurs propres), une norme minimale, et
une condition de normalisation qui généralise la forme
habituelle du vecteur de prédiction :

-'.

ae=1, 18
oit e est un vecteur donné. On retrouverait la condition a_ = 1
en choisissant el = (1,0,..,0). En plus de (18) les conditions
sont donc :

+ .
33—0, i=1,.,2p, 19
a’ a  minimal .

La solution se calcule sans difficulté et peut se
mettre sous la forme (2 une constante multiplicative prés) :
a=Pye,

M
P, = 2 ViV
i=2p+] = —

ol les vecteurs propres v; de l'espace bruit sont supposés

40D

normés (P, est le projecteur sur le sous espace bruit).

3.3. Condition pour obtenir un polynéme autoréciproque

.

Au vecteur a on associe le polyndéme
M-1

a(z) = g,) a(l) zt. 2N

Si le vecteur a2 a la symétrie hermitienne le

polynéme satisfait la relation
1 %, 1
a@) =k 2" &), k=1, (22)

il est donc autoréciproque : si z_ est racine alors (z*o)'1 est
aussi racine de a(z).

Or précisément les "images" des zéros z; obtenus en
utilisant la prédiction rétrograde sont donnés par (z'i)'l. Si

I'on sait imposer au vecteur a d'avoir la symétrie hermitienne
on impose donc une liaison entre les estimées des zéros et de
leurs images et on retrouve seulement (M-1) paramétres
complexes indépendants.

Dans (20), en supposant que 'on ait choisi pour les
v des vecteurs a syméirie hermitienne, on vérifie que la

matrice P, est centrohermitienne. Dans ces conditions pour

que a ait la symétrie hermitienne il suffit que e posstde cette
propriété.

3.4 Choix de la contrainte de normalisation

Pour généraliser le prédicteur habituel correspondant
ae = (1,0,...,0)T, le choix le plus naturel pour assurer la
symétrie parait &tre e = (1,0,...,0,1)T. En fait on trouve que
ce choix entraine une dépendance artificelle des performances
vis 2 vis de la fréquence. D'aprés (20) on a aucune raison
d'imposer cette forme particulidre, on est conduit a utiliser le
vecteur

D -j®
@) = 7,0, ..., 0,e™)T. (23)

Le vecteur a est alors lui-méme fonction de ® et la

minimisation de gt a se fait également sur .

Compte tenu de (20), a2 ® donné
a a=¢"(®) P, e@). (24)

Soit, P, désignant le projecteur sur l'espace signal et compte

tenu du fait que P, + Py est 1a matrice identité :

a’ a=e" (D) e(®) - '(®) P, e(D)
—-= = = (25)

=2-1P], - [Py - 2 Ré{ [Py, €2}

qui est minimum si [P];y éajo est réel positif. Ce minimum

est donc obtenu pour :

2p
*
20 =arg [P ] =arg zl Vim Vi1 | - (26)
i=
IV. POSITION DES RA LIEES AUBR

~ Indépendamment du choix de @, les contraintes
envisagées ci-dessus imposent la valeur de a; et ay et les

valeurs des 2p zéros associés aux sources et & leurs images.
Montrons que dans ces conditfons la minimisation de a*g va

forcer les zéros supplémentaires sur le cercle unité,

En mettant la constante Ay, en facteur, le

polyndme a(z) est de la forme :
M-1

a(z) = I (z-z) 27
i=1

ol les p premiers zéros correspondent aux sources et les p
suivants a leurs images. Le polyndome a(z) étant
autoréciproque, les M-2p-1 zéros restants sont soit sur le
cercle unité, soit associés par paire de méme argument et de
module inverse. Montrons, en faisant un raisonnement par
I'absurde, qu'ils sont en fait tous sur le cercle unité.
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Supposons en effet qu'il existe, aprés minimisation,

une paire r e rl e avecr# 1. Le polynéme a(z) se met
sous la forme :

a(z) = (z) (zr &%) (zr %)

=o(z) z & (z ezl re rhy, @8

Pour z = ¢21V on obtient :

la(z)l = lou(z)! 12[cos 2rv-¢) - 1] - ul
= laz)l (4 sin® (4rv-20) +1) , (29)

p=r+r'1—220.

Or
172

niv

|@||2=J la@)*dv, z=e&™", 30
-1/2 '

d'aprés (29) on obtiendrait toujours une valeur plus faible de
l'intégrale pour | = 0, correspondant & r = 1. L'hypothése que
le minimum était atteint avec r # 1 est donc infirmée.

Les zéros associés au bruit sont donc tous sur le
cercle unité, ce qui permet de les séparer aisément des zéros
associés aux sources.

V. CONCLUSION

Les résultats de la méthode proposée sont comparés
avec la méthode de Tufts Kumaresan. La figure 1 représente le
signal utilisé, les figures 2 et 3 la position des zéros du
polyndme a(z) avec et sans bruit (le rapport signal 2 bruit
étant de +10 dB) pour notre méthode et la méthode de Tufts et
Kumaresan. D'aprés les premiers résultats de simulation la
méthode "progressive-rétrograde"” parait plus intéressante
dans le cas d'amortissement rapide. Des essais systématiques
plus complets sont en cours.

Notons que la méthode pourrait &tre utilisée dans le
cas d'exponentielles non amorties pour imposer a a(z) une
forme autoréciproque. L'utilisation de e(®) généralise la

méthode de Prony-Hildebrand [5], limitée au cas de signaux
réels.

Figure 1 : Partie réelle du signal non bruité

Amortissement : - 0,2
Fréquence réduite : £ 0,468
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Figure 2 : Notre méthode
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