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RESUME

La recherche de fréquences pures dans un signal
temporel en présence de bruit blanc peut &tre effec-
tuée par des techniques dites a haute résolution ba-
sées sur les propriétés de la matrice de covariance
du signal. Nous présentons de nouvelles maniéres
d'estimer les fréquences utilisant de facon optimale
1'information contenue dans "1'espace signal" (res-
pectivement "1'espace bruit") engendré par les vec-
teurs propres associés aux plus grandes (resp. peti-
tes) valeurs propres.

Afin d'évaluer le gain en performance que l'on
peut escompter de ces nouvelles approches - plus coli-
teuses en temps de calcul- nous indiquons la maniére
d'obtenir la variance des fréquences estimées et
proposons des résultats numériques dans le cas d'une
sinusoide réelle unique. Le développement repose sur
des résultats de perturbation de matrice et sur les
propriétés asymptotiques des covariances estimées.

Les méthodes proposées se transposent sans dif-
ficulté majeure, en traitement d'antennes, a la ma-
trice interspectrale observée a la sortie d'un ré-
seau linéaire de capteurs équidistants.

INTRODUCTION

On considére un signal scalaire, réel constitué
de la somme de L sinusoides et d'un bruit blanc. La
méthode du jyoniométre [1,2] est alors une technique
dite & hauvs réso!ution permettant d'estimer les fré-

aces dvv sinusoides. On décompose en valeurs et

© aurs poopres La matrice de covariance estimée du

1ssus. 1 méthode peut alors 8tre vue comme repo-
. sur le fait que, en absence de bruit ou asympto-
uement en le nombre d'observations en présence de
biait blanc, 1l'espace engendré par les vecteurs pro-—
pres associés aux plus grandes valeurs propres coinci-
de avec "1'espace signal' engendré par les vecteurs
"sources" & identifier. Cette propriété n'est cepen-
dant pas utilisée de maniére optimale dans cette mé-
thode dans la mesure ou l'on ne tient pas compte des
variations dans la précision avec laquelle sont esti~-
més les différents vecteurs propres.

En définissant complétement les propriétés sta—
tistiques de la matrice de covariance estimée, nous
développons les outils permettant d'imaginer diverses
maniéres d'exploiter optimalement les propriétés de
la matrice de covariance. Nous en proposons une qui
peut 8tre vue comme unegénéralisation de la méthode de
Pisarenko [3].

FORMULATION DU PROBLEME

On observe un signal y_ composé de la somme de L

sinusoldes réelles et de bruit blanc e, de variance
2

g @
e
Y, =Syt e,
L (N
s = ? Ak sin (wk n + ek)
La contribution Sy des sinusoides vérifie :
A(q_1) s, =0
-1 L -1 -2
A(@)y = T (1 =2cosw g +q 9 (2
k=1

SUMMARY

We consider a signal composed of the sum of real
sinuscids in additive white noise. So~called high-
resolution techniques based upon the properties of
the covariance matrix of the signal have been propo-
sed., These techniques, however, do not use in an
optimal way the information contained in the eigen-
decomposition of the estimated covariance matrix.
Using results from matrix perturbation analysis and
the asymptotic properties of the sample serial cova-
riances we propose an approach which can be seen as
an extended Pisarenko method, which uses optimally
this information. In can be readily applied to the
spatial-temporal processing in passive sensor arrays.
A domain in which similar -but not theoretically
convincing- methods have been proposed.

a =1[1a

N -1 ~ . .
ot A(g ) est un polyndme dont les coefficients a.
regroupés dans le vecteur a sont "symétriques" et
dont les racines sont directement liées aux pulsations
qui nous intéressent. Soit T la suite de covariance
de
In
2 i 2
= + = ¢ .
r =0o; Gn 3 E A% cos (wk n) (3)

Appelons alors R_ (resp. R ) la matrice de cova-—

riance d'ordre N > 2L’de y_ (resp. s ) R est alors

une matrice semi-définie p031t1ve de™ rang 2L et R, ad-
met une valeur propre minimale Oe de multiplicité P :

P=N-2L
) (4)
Ry = RS + Oe IN
Dans la décomposition en éléments propres de Ry
_ T T T
R, = VAV =V AV AV, T, (5)

nous faisons apparaitre la partition de A, la matrice
diagonale des valeurs propres en A et A2 =02 1 et

de Ven V, et V,. Dans la termlnologle précédente V
engendre alors "1' espace signal” et V) est une base de
"1'espace bruit" qui coIncide avec le noyaudeR La ma—
trice V2 de dimension (N,P) peut s'écrire :

= [
V2 AB

. -
avec A" = L..;iA-.JI (6)

ol aT a été défini en (2) et B' est une matrice inver-
51b1e d' ordre P. On vérifie facilement que les P co-

1 s 2edfanndantan At annartisnnent an
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noyau de Rg. Si on convient maintenant d'associer a
bi, la iéme colonne de B', un polynome B’(q—1) de
degré P-1, de la maniére dont on a associé A(q_1) a
a(2), alors a v,(i), la i®™€ colonne de V,, sera as-
Sociée le polyndme Alq~1) BJ(q"'). Cette observation
est la base de la généralisation de la méthode de
Pisarenko.

ESTIMATION DE LA MATRICE DE COVARIANCE

N

~

Pour la matrice R, estimée & 1"aide de T observa-
tions {y., Yo s ese s Ip les propriétés précédentes ne
sont vraies «qu'asymptotiquement en T. Nous provosons
d'estimer R de la maniére suivante, parfois appelé
méthode de covariance, qui fournit une estimée non
piaisée et consistente.

N 1 § T
R = o ¢ _(n) ¢_(n)
y T-N+1 & Yy y
=i Q)
T
¢y(n—1) - [yn-1 Ip-2 =0t yn—N]

Dans la pratique, on "centro-sumétrisera” cette
estimée. Si dans la théorie qui suit ce tupe de modi-
fieation est sans réelle importance, il n'en est pas
de méme en pratique ou le nombre T d'observations est
souvent limité. Le choix de N, l'ordre de la matrice,
que nous n'abordons pas, est alors important. Notons
également dans ce contexte que "toeplerizerle long
des diagonales” n'a pas vraiment de sens pour un si-
gnal temporel scalaire mais que l'on pourrait songer
d un estimateur de la forme :

, T
(1/% ai) . 3 o ¢y(1) ¢y(z)

(une fenétre d'apodisation sur les dyades) pour se
rapprocher d'une structure de Toeplitz sans perdre la
propriété de rang.

En définissant maintenant ¢ (*) et ¢ (+) de ma-
‘s \ e
niére analogue 2 ¢v(-) (7) on a ¥

NORENOEEXC!
R =R + 02 I+ A
y s e
avec R == 5 ¢ () 6 (T (8)
s T-N+1 s s
A= A1 + A2

_ 1 T 2
by = 5T L 6 () ¢ (1) o, I

et avec A, les termes croisés. On vérifie alors que R
est une matrice de rang 2L admettant les colonnes de
A(6) comme base de son noyau, que A1 est symétrique de
rang 4L et que A, est génériquement de rang plein. Il
apparait alors que R peut &tre vu comme la somme
d'une matrice exacte’R_+02 I et d'une matrice de per-
turbation A. s ¢

RESULTATS DE PERTURBATION DE MATRICE

Afin de pouvoir préciser les perturbations subies
par les éléments propres de la matrice 'exacte"

2 P . -
de-ce I nous définissons sa décomposition :

R +o1=0UDU%
S e
B T 2 T
=0 DUy U 0 ®
D, =0>I ; D, =diag ((A.))
2 e p ’ 1 T dras i
avec 1 A, 3 A, > YA > o
PA B A % e YAy >0
et U, = AB . (10

Bien que la matrice U, ne soit définie qu'ad une trans-
formation orthogonale prés, la matrice A (6) dans la
décomposition (10) de U, est invariante. On vérifie
que les composantes des matrices Ay et A (8) sont des
estimées de covariances de e, ou de covariances croi-
sées entre e et s,, elles sont donc asymptotiquement
en T, des échantillons de variables gaussiennes cen—
trées dont la variance est d'ordre T~! (notée O(T_1)).
On peut dome écrire A1 = (0(T72). Finalement en dési-
gnant par U, Us ... les quantités perturbées/estimées
associées a U, U;... on a la proposition suivante.

Proposition : Pour T suffisamment grand, étant donné
une matrice perturbég Ry (7,8) il existe une base, no-

tée U,, du noyau de Rg (9) pour laquelle les relations
sulvantes sont vérifides :

_1
61 = U, 0 (19

A v —%
U2 = Uz +0 (T 2 (11)
~ -1

D=D+0 (T 2)

et plus précisément :

0 -% =qgo -0 D" uEa¥ + o h
2 7Y P17 % 1 80
(12)
TA
U, (U,

_ 2 -1 T -1
U1) = (D1 Oe I) U2 A p1 +0(T ') A

En utilisant ces résultats déterministes et la défini-
tion (8) des perturbations A; et A, qui peuvent &tre
vues comme des matrices aléatoires, il est possible de
calculer la loi des différents vecteurs propres esti-
més ,(i) ,i=12a P de U,. Ces vecteurs sont, asympto-—
tiquement en T, gaussiens de moyenne ﬁz(i) et de va-
riance Qii de 1'ordre de T™V. L'expression de

a0\ T
Q,, =BG, U, (1D

11

~ i A v (13)
uz(i) = uz(i) - uz(i)

est donnée en annexe A, Notons au passage que l'effet de
A, est négligeable dans les termes du 18T ordre que
nous considérons. Des résultats analogues sur les per-—
turbées des valeurs propres [4] ménent & des tests
statistiques permettant d'estimer le nombre L de sinu-
soides présentes.

METHODE DE PISARENKO GENERALISEE

En utilisant les résultats (12,13) qui précident
nous indiquons comment utiliser de maniére optimale
1'information contenue dans {, pour obtenir des esti-
mées des pulsations wy (2) de variance minimale. Les
détails sont donnés en Annexe B. Dans le texte nous
nous contentons d'exposer 1'idée générale. Nous pré-
sentons également de fagonm encore plus succinte la
manidére de retrouver ces mémes estimées & partir de
1'espace signal ﬁ1. Dans les 2 cas l'approche est
paramétrique puisqu'elle passe par l'estimation des
coefficients a du polyndme INCaD P

La relation (10) est a4 la base de la méthode.
Elle se réécrit, en utilisant les notations introdui-
tes & la suite de (6), sous forme matricielle et poly-
nomiale :
u (i) = A b,
2 * i=1ap (14
-1 -1 -1
u,. (g ) A(q ) B;(q )

De néme que l'on a associé au vecteur (2) a de dimen-
sion (2L+1,1) la matrice (6) A(N,P) avec P=H-(2ZL+1)+1,
nous allons associer au i®™€ vecteur colonne b; de B
de dimension (P,1) une matrice notée Bj(N,2L+1) et
vérifier que

u2(1) =Ab, =B a (15)
relation qui traduit la commutativité du produit des
polyndnes A(q™!) et Bj(q~1). Mais (14) signifie en
fait que tous les polyndmes u2§-), i =1 & P pouvaient
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se factoriser en produit de deux polynomes dont 1'un
Bi(q_1) dépend de i et dont 1'autre A(q~ 1y n'en dé-
pend pas et est le polyndme (2) qui nous 1nteresse
pour estimer les pulsations Wy -

L'idée de la méthode de Pisarenko generalisee est
la suivante. On associe le polyndme uzl(q Ty 3 uz(l)
de. U2 et on le factorise ep As (q 1) B (q 1y avec
Al(q 1) une estimée de A(q_1) A 1T alde des résultats
(12 13) on sait alors, pour chacure des P estimées
A Cy 1), évaluer la loi de a;, le vecteur des coeffi-
c1ents associé, ainsi que les lois jointes de al et
§~. De 1'ensemble de ces estimées et de leurs lois,
ot déduit alors une estimee unique de variance minima-
le. Pans la pratique pour effectuer la factorisation
de ua i(a” 1) en produit de A (a”™ 1y et B i1, on com-
nence par chercher les rac1nes des P polynomes uz (q¢~h
et on recomnalt celles qui sont & retenir pour former
les estimées A (g~1) par le fait qu'elles sont com-
olexes conJuguees, proches ou sur le cercle unité et
surtout "communes' & tous les polyndmes.

[lous indiquons en Annexe B les différentes étapes
ultérieures du calcul et notamment la maniere de dé—
duire de la variance (13) du vecteur propre Gz(i)
variance du vecteur al des coefficients du polynome
A (@ D.

On peut remarquer que cette variance va dépendre
du polyndme B 2(q7t) qui depend fbrtement des données
(de la réalisation du bruit) observées. En effet si
on revient d la relation (10), la matrice carrée B
est définie, comme Uy la base du sous—espace propre
associé d la valeur propre multiple cg, ad une trans-

“ormation orthogonale prés. Mais st la variance des
différentes estimées a; dépend ainst de la réalisa-
tion du bruit, on vérifie qu'il n'en est pas de méme
pour 1 Testimée unique, finale et optimale dont la
variance est indépendante de la matrice B (ou plutot
B putsque la bgse estimée U2 est proche de la base
exacte U2 =AB). On peut alors se demander si parmi
toutes les bases possibles Ug il n'en existe pas une
pour laquelle les différentes estimées a; sont indé—
pendantes, ou encore mieux une pour laquelle toutes
les estimées sont identiques, totalement corrélées et
par conséquent de variance mimimale 7

Avant de présenter quelques résultats numériques
dans le cas d'une sinusoide unique, nous allons nous
intéresser 3 la maniére (duale) d'obtenir cette méme
estimée de variance minimale en partant de la base Uy
de l'espace signal. La relation de départ n'est plus
alors 1'équation (10) mais

AU, =0 (16)

qui exprime l'orthogonalité entre U, et Ujy. (On peut
noter que l'ambiguité due & la non-unicité de U; a
disparu, puisque la base Uy est,édéfinie de maniére
unique). Pour le i¢Mme vecteur, i = 1 a 2L, u1(i) de
U1 on a alors

At u () =0

Cette relation, vu la structure de la matrice A ( 6),
peut se mettre sous la forme d'un systéme linéaire de
P = N-2L équations non homogénes a 2L inconnues (les
2L premieéres composantes de a (2) par exemple). Si P
est alors supérieur a 2L, cela semble indiquer que
chaque vecteur propre signal contient suffisamment
d'information pour estimer a et donc les pulsatioms.
Mais rien ne garantit en fait que ce systéme soit de
rang plein et permettre de déterminer 1'ensemble du
vecteur a. (Pour des vecteurs sources orthogonaux, il
est bien sur de rang déficient). Il faut également
observer que uq(i) comme vecteur propre d'une matrice
de Toeplitz symétrique associé a une valeur propre
simple est "symétrique" ou "antisymétrique' et que le
vecteur a est lui-méme symétrique. Le systéme précé-
dent est donc largement redondant et se simplifie en
fait en un systéme de N, équations non homogéne a L
inconnues (les éléments a; a a dea (2)) avec

N+1-2L
=1

En regroupant alors toutes les équations obtenues pour

Ne = partie entiere {
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N

les 2L vecteurs de Uy on aboutit & un systéme large-
ment surdéterminé de 2LHN, équations & L incoanues. En
utilisant les résultats (12) on sait alors calculer la
loi de la solution de ce systéme au sens des moindres
carrés non dans la norme euclidienne associée a la
matrice identité d'ordre 2LNg mais plus généralement
dans une norme associée a4 une matrice définie positive
Q. La loi, la variance de la solution (de 1l'estimée)
est alors une fonction de Q dont on sait trouver le
minimum (en Q). En cherchant alors la solution dans
cette norme §, elle a pour variance la méme valeur
minimale que celle obtenue plus haut en exploitant de
maniére optimale UZ' Il s'agit évidemment d'appliquer
ce raisonnement 2a Uy et la matrice Q dont on obtient
une estimée traduit alors le fait que les 2LN, diffé-
rentes équations du systéme ne sont pas connues avec
1a méme précision et sont corrélées entre elles.

SIMULATION ET CCNCLUSICKS

On prend T échantillons du processus

1
Yo = ;% cos(n) + e,

avec e, un bruit blanc gaussien de variance unite et
on estime la pulsation w = 1 de l'unique sinusoide
(L = 1) avec la méthode "optimale" précédente d'une
sart et avec le "goniométre" d'autre part pour des
matrices R d'ordre I allant de 3 & 16. La variance
des estiméés (pour T grand) est de la forme V/T et
dans le tableau nous donnons les valeurs théoriques
Jde V en fonction de N.

N Pisarenko généralisée Goniométre
3 0,2618 0,2618
4 0,2607 0,2621
5 0,0799 0,1166
6 0,0275 0,0399
7 0,0262 0,0309
8 0,0168 0,0224
9 0,0081 0,0128
10 0,0074 0,0098
12 0,0034 0,0055
16 0,0015 0,0023

On peut noter gue pour le goniométre la variance
ne diminue pas systématiquement (entre II = 3 et 4)
pour N croissant, ce qui est caractéristique d'une
méthode non optimale. Le gain de performance est net
mais difficile & apprécier dans la mesure ol pour un
signal temporel H, l'ordre de la matrice, n'est pas
fixé et qu'on ne peut 1'augmenter indéfiniment pour T
donné. En traitement d'antenne, la situation est dif-
férente puisque N est fixé par la taille de 1'antenne.
I1 serait alors intéressant d'étudier le pouvoir dis-
criminant de cette approche.

AMNEXE A

+ +
Q.. =R_S5..R
ij s 1] s
+ T _ 2 -1
RS = U1(D1 9, I) 1

pour simplifier 1'écriture nous remplagons Uz(k) par

ﬁk dans 1'expression qui suit :
% T T Nk Tk
5., =— {u, 4; +4; ¥, 1.+ (s© 4, 4. s
1] T j 1 1 3] H k=1 11
» 5T, sT 4 (] s 080+ @] 5T H s

oﬁ S est la matrice carrée d'ordre il dont 1'élément
i,j est égal a . (matrice de décalage). Dans la

pratique on obtleng une estimée de Q en remplagant

les quantités exactes inconnues par 1%urs estimées.
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ANKEXE B REFERENCES
Avec les notatioms introduites dans le texte [1] H. MERMOZ, "Imageries, cor¥é1ations et modéles",
(14,15) on a successivement Annales des Télécommunications, vol. 31, n° 1-2,

pp. 17-36, Fév. 1976.

~ ~

uz(l) = Ai bi =B, a.

o {2] G. BIENVENU, L. KOPP, "Optimality of high resolu-
ot dans éi nous convenons de normaliserv}a Qerniére tion arrﬁy processing using the eigensysgem
composante a 1., Ceci entralne que dans a;= éi"év}a approach'", IEEE-ASSP-31,pp. 1235-1248, 1983.
dernidre composante est nulle et mnous obtenons &; le
vecteur de dimension réduite obtenue en enlevant cette [3] V.F. PISARENKO, "The retrieval of harmonics from

covariance functions', Geophys. J. Royal Astro-

derniére composante
nomical Soc., pp. 347-366, 1973,

o v . ~ .

u2(1) = uz(l) - u, (i) . : -

“ [4] J.J. FUCHS, 'Estimation du nombre de sinusoldes

= A(g.-g )y + (A~A)b dans un bruit coloré", 1fe Colloque GRETSI, Nice,
L o Juin 1987.
v oA
=Ab, +A. Db.
i i i
2Ab, + 8, 5
i i i
[ ¥ o owu
= A b. + B. a.
i i1

v

-4 N v
avec B.(N,2L) les 2L premiéres colonnes de B;. Cette
derniéf¥e relation s'éerit sous forme partitionnée :

o~ v . w
u21(1) B11 | A1 a;
ol TRl
(&) By A i
ot 1l'on déduit
A v 1 Y
a; = By = Ay Ay Byy)
. —1 v .
(I, @ -4 4 ]uz(l) (B1)

Le vecteur u (1) étant gaussien, centré de varian-
ce Qi; (annexe A et (13)), le vecteur a1 est également
gaussien, centré de variance aisément déduite de (B1)
et Qj;. Nous noteroms ZlJ = E(a a?)

La matrice I;j; est en fait singuliére. Les 2L
composantes de I sont redondantes (a (2) est un vec~
teur symétrique), elles ne dépendent que de L paramé-—
tres comme par exemple les L pulsatlons wy que nous
voulons estimer. En notant alors @ et w les vecteurs
de dimension (L,1) des pulsations exactes et des esti-
mées obtenues a 1'aide de u2(1), on a wl =G al avec
G une matrice (L,2L) exprimant le gradlent de w par
rapport a a. Il en découle

I, = B, B =6z, 6
1] 1L -] 1]
avec Zij une matrice de dimension réduite (L,L) et Z
une matrice inversible.

On introduit maintenant les notations suivantes

ST [ AT, ~T. . AT

Q =Lwy oW Dy ] (1,PL)
T _ . M N H

1 i SRS ST N (L,PL)

2 = c(z§j>> (PL,PL)

ol dans le vecteur colonne { on a réuni les P estimées
de w. On sait que ce vecteur est asymptotiquement
gaussien de moyenne /| w et de variance §, 1'estimée
au maximum de vraisemblance de w utilisant cette obser-
vation §! est alors

(/J]TE_1 /Il)—1/]‘lT§—1
et sa variance est égale & QITZ_11)'1.



