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Résumé. Les techniques d'algébres différentielle et
aux différences permettent de montrer simplement
1'existence d'observateurs exacts pour les systémes
non linéaires, continus ou discrets. En continu,
interviennent les dérivées des sorties, difficiles 2
mesurer et qui justifient, dans une certaine mesure,
1' introduction d'observateurs asymptotiques. En
discret seuls sont nécessaires les retards.

Introduction

Une catégorie importante de problémes dans les
sciences de 1'ingénieur peut atre ansi formulée:
comment évaluer des quantités non directement
accessibles? Dans le cadre aujourd' hui dominant des
systémes entrée-sortie décrits par espaces d'état,
i1 s'agit souvent d'estimer, griace a la connaissance
des entrées et des sorties, des composantes non
directement observables de 1t état ou bien des
paramétres structuraux inconnus. Le calcul de tels
observateurs est indispensable, ne serait-ce que
pour la mise en oeuvre de 1lois de bouclage sur
1' état. En linéaire, il existe, depuis les travaux
de Luenberger [27], une vaste littérature qui a
conduit 3 des réalisations effectives (cf. Ackermann
{11, Kailath [14], O'Reilly [30]). La situation du
non-lindaire est, comme on peut s’y attendre, Dien
moins avancée quoique le nombre de publications soit
en rapide expansion.

Passons bri&vement en revue quelques—unes des voies
suivies:

- Dans un cadre général, citons Thau (35], Kou,
Elliott et Tarn [19], Zeitz [38] et, surtout, van
der Schaft [34].

- pour divers cas plus particuliers, mentionnons
Williamson [37], Gevers et Bastin {10], Keller et
Fritz [16], Gauthier et Kazakos [9].

- 11 est parfois possible, d'une manigre ou d'une
autre, de se ramener 3 un probléme linéaire comme le
font Krener et Isidori [20], Krener et Respondek
[21], Lévine et Marino [26].

Terminons c¢e tour d'horizon bien incomplet en
constatant que les observateurs en temps discret
semblent avoir 4té moins étudiés (Praly [32], Klein
et Olbrot [171).

Le sujet sera abordé ici 3 partir de techniques
d' algébres différentielle et aux différences que,
depuis 1985, nous avons proposé pour les systimes
non linéaires, en temps continu et discret.
Rappelons qu' algebres différentielle et aux
différences, introduites par le mathématicien
américain J.F. Ritt entre 1les deux guerres
‘mondiales, ont par ambition d'offrir pour les
équations différentielles et aux différences des

outils analogues a ceux que propose 1' algébre

commutative pour les équations algébriques. La
théorie actuelle, décrite dans les livres de Cohn
{31, Kolchin [18] et Pommaret [31], nous a permis de
renouveler entiérement 1'automatique non linéaire
[5,6,7] en conduisant, notamment, & des solutions
simples de problémes restés longtemps ouverts comme

1" inversion entrée-sortie [4]. Un lecteur non versé .

Abstract. The existence of exact observers is shoun
for continuous and discrete non-linear systems by
employing techniques stemming from differential
algebra and difference algebra. In the continuous—
time case, these observers need derivatives of the
output which are difficult to measure and which in
some sense justify the introduction of asymptotic
observers. In the discrete-time case, only delays
are necessary.

dans ces disciplines mathématiques aujourd'hui
encore peu répandues ne devrait cependant avoir
aucune difficulté & suivre notre démarche pour peu
qg'il ait quelque familiarité avec les bases de
1¥algébre commutative, telles qu'on les trouve dans
de nombreux manuels (Lafon [23], Malliavin [28]1).

Aprés d' indispensables rappels, nous montrons, et
¢' est notre résultat essentiel, que la détermination
ge quantités non directement accessibles se raménent
4 la connaissance de la sortie et d'un nombre fini
de ses dérivées. Ces dérivées étant en général
impossibles & mesurer avec précision, nous décrivons
suceinctement la construction d' observateurs
asymptotiques en donnant, en particulier, une
version généralisée et élémentaire d'un intéressant
travail de Williamson [37]. Une telle démarche
trouve cependant ses limites pratiques si 1'on
remarque que la dynamique d'un tel observateur doit
en général avoir une complexité au moins équivalente
3 celle du systéme original, le calcul numérique
effectif passant, dans la technologie actuelle, par
une discrétisation. Il vaut sans doute mieux
raisonner directement sur des systémes en temps
discret pour lesquels 1'algébre aux différences
permet d'obtenir des résultats identiques.

A. Temps continu
A.I. Un peu d'algebre différentielle [18, 31]

A.I.1. Un corps différentiel (ordinaire) K est un
corps commutatif usuel, supposé ici, pour
simplifier, de caractéristique nulle, muni d'une
dérivation:

vaek, 2-acek.
Les régles opératoires nabituelles sont respectées.
Pour les dérivées d'ordre supérieur, on écrit

Y
9—% = a(v) ,  V20.
dt
A.I.2. Soient KCL deux COrps différentiels
emboités. Comme en algdbre usuelle, deux situations
sont possibles:

- L'extension L/K est différentiellement algébrique.
Tout élément de L  satisfait une équation
différentielle algébrique & coefficients dans K.

- L'extension L/K est différentiellement

transcendante. Il existe au moins un é1ément de L ne
satisfaisant aucune équation différentielle
algébrique & coefficients dans K.

A.I.3. Supposons 1'extension différentielle L/K de
type fini, ¢' est-a-dire finiment engendrée. Elle
est, alors, différentiellement algébrique si, et
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lseulement si, le degré @g transcendance (non
différentielle) de L/K est fini.

A.II. Systémes entrée-sortie [5,7]

A.II.1. Soit k un corps différentiel de base. En
pratique ce sera le corps R des réels, un corps de
nombres algébrique, ou encore, dans le cas de
coefficients dépendant du temps, un corps de
fonctions méromorphes du temps.

A.IT.2. L'entrée (indépendante) u=(u seeesll ) gst un
ensemble fini de k-indéterminées different1elles
[18]1, c'est~a~dire de quantités non nel%ées enbrg
elles par des équations différentielles a
coefficients dans k. On note k<u> le corps
différentiel engendré par k,ul,...,um; tout é1ément
a pour forme

NG (3),26
(t,)70,~5(u,”")
LU (k=Q)
3~2(u2)
Définir un systdme entrée-sortie revient a dire que
les composantes de la sortie y=(y1,...,y ) sont
différentiellement algébriques sur k<>,

o' est-a~dire 3 poser 1'extension kdu,y>/k<u> comme
différentiellement algébrique.

A.II.3. Une telle approche nous -libere de 1la
description a priori par espace d‘et%b, dont on
oublie parfois qu'elle est impuissante a prendre en

compte globalement certains systémes comme les
circuits électriques non linéaires (Hasler et
Neyrinck [11]1). Il ne faut pas croire que le concept
d'algébricité  différentielle nous limite  aux
équations différentielles algébriques, bien
évidemment insuffisantes pour modéliser divers
situations naturelles. On peut montrer (cf. Rubel et
Singer [33]) que toute solution d'une équation
différentielle, dont les coefficients sont
différentiellement algébriques, comme celle du
pendule

d2 2
~—% * w siny = o (m=o0,p=1,k=Q),
dt
est solution d! une équation différentielle

algéobrique. Il parait difficile, sinon impossible,
de concevoir un exemple, issu de 1'ingéniérie ou de
la physique, sortant de ce cadre.

A.III. Réalisation par espace d'état [5]

A.III.1. Le probldme de la réalisation par espace
d' état, que la "philosophie kalmanienne" a mis au
premier plan (c¢f. Isidori [(13]) regoit grice a
1'algdbre différentielle un é&clairage nouveau ot
simplifié.

A.IT.2. L'état est la quantité d'information &
stocker pour poursuivre les calculs. Un bon candidat
pour le représenter ést, selon le 8A.I.3, une base
de transcendance non différentielle de 1'extension
k<u, y>/k<u>, L' exemple de systéme instantané
y=sin ulm=p=1,k=Q), ol ce degré de transcendance
vaut 1, montre cependant qu'un tel choix peut 8&tre
inadapté. Il convient alors de 1le remplacer par le
degré de transcendance analytique et de choisir une
base de transcendance analytique pour 1'état (ef.
Kunz [22]).

Soit done x=(x1,...,xn) une base de transcendance,
analytique ou non. Les dérivées i1,...,in sont

algébriquement ou analytiquement dépendantes de
xw,...,xn, des composantes de 1'entrée et d' un

nombre fini de leurs dérivées. Il en va debméme pour
les composantes de la sortie. Il vient:
. . C (o) ;
Fi(xi,x,u,u,...,u )=0, i=1,...,m.
= (o) .
H. (y.,x,u,u,.,..,u =0, =1,000,D.
345 , ) J p

Il apparait alors que le passage & la forme usuelle
dr état

. (&)
xi—fi(x,u,...,u )

_ (a)
yj-nT(x,u,...,u )

peut avoir une valeur uniquement locale (cf.
8A.11.3).

A.IV. Un principe de reconstruction

A.IV.1. Le terme reconstructible semble avoir &té
introduit par Kalman [15].

Définition. Une quantité est dite reconstructible
si, et seulement si, elle peut s'exprimer en
fonction des composantes de 1'entrde et de la
sortie et d'un nombre fini de leurs dérivées.

A.IV.2." La définition précédente de 1'état, qui
répond 4 ce qui précide, conduit au principe suivant
qui donne 1'essence mathématique des problémes
d' observateurs:

Principe. L'entrée et ses dérivées &tant supposées
connues,. la reconstruction d'une quantité non
directement accessible doit se ramener a la
connaissance de la sortie et d'un nombre fini de ses
dérivées,

Ce fait, parfois dégagé en lindaire (ef. Kailath
[141), raméne 1la construction d' observateurs 3
1"estimation des dérivées de la sortie. C'est
1 impossibilité en général ¢ obtenir directement ces
dérivées qui conduit aux observateurs asymptotiques.

A.1V.3. En commande adaptative (cf. Landau [24]), ol
les systémes ne sont pas parfaitement identifiés, il
convient d'estimer certains paramétres inconnus que,
pour simplifier, nous supposerons constants.
Rappelons qu' en algébre différentielle, une
constante est caractérisée par le fait d'avoir une
dérivée nulle. On est conduit & la notion suivante
d'identifiabilité (ef. Walter [36]), qui sera
développée dans ds travaux ultérieurs.

Définition: (i) Un paramdtre est dit rationellement
ldentifiable si, et seulement si, il appartient au
sous-corps de constantes de k<u,y>.

(ii) Un paramétre est dit algébriquement
identifiable si, et seulement si, il est algébrique
sur le sous~corps de constantes de k<u,y>.

A.V. Vers des observateurs asymptotiques

A.V.1. Notre scepticisme quant a l'utilité
d’ observateurs asymptotiques généraux se rattache au
principe du modéle interne (cf. Hepburn et Wonham
[12]), d'aprds 1lequel 1la dynamique d'un tel
observateur doit en quelque sorte contenir celle du
modéle. Si 1'intégration de cette dynamique exige la
discrétisation, ¢' est-a~dire le passage de
1'équation différentielle & une équation aux
différences, il nous semble plus Jjudicieux de
raisonner de prime abord sur des systémes en temps
discret.

A.V.2. I1 n'est cependant pas vain de rechercher de
tels observateurs si leur dynamique est déecrite par
une équation différentielle lindaire. C'est le cas
pour les systdmes dits bilinéaires:

m
k= (M +.Z u; MOX, ¥ o= x
i=1
ol MO,M1,...,Mm,A sont des matrices réelles de
tailles approprides.

Supposons, pour simplifier les notations, la sortie
monodimensionnelle (p=1). D'aprds une terminologie
empruntée & BiaXinicky-Birula [2], nous dirons qu'un
systéme est de Picard-Vessiot si, et seulement si,
le k<u>-espace vectoriel engendré par les dérivées

{y(“) | v20} est de dimension finie. Il est possible
de montrer que tout systéme bilinéaire est de
Picard-Vessiot (ef. [8]). Soit d2o le plus petit

. (d+1) . e
entier tel que y (D soit k<u>-linéairement

dépendant de y,¥,...,y I1 vient:
i (d+1) (d) _
(PY) ay ta,y *...tagy=o,
ol o ,8 ,...,0, sont des polyndmes différentiels,

premiers entre eux, de 1'anneau différentiel k{u}.
Comme 1'a noté Williamson [37], toute entrée
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annulant o et qui fait donc chuter 1'ordre de
1" équation “(PV), a un rdle singulier. C'est un
phénoméne inconnu en lindaire (cf. Gauthier et
Kazakos [9]).

A.V.3. En posant xa=y(a)(a=o,1,...,d), (PV) devient
% X
o o
= A ,  y=X
X4 *a

ol A est une matrice carrée 2 coefficients dans
k<u>. L'entrée et ses dérivées étant supposées
connues, on construit, comme Williamson, un
observateur asymptotique & la fagon d'un systéme
linéaire instationnaire.

A.V. Y. Remarque. Une analyse toute semblable
pourrait &tre entreprise si le k<ud-espace affine

engendré par {y(v)l v2o} est de dimension finie,

¢c'est-a-dire si 1l'on a une équation, différentielle

non homogene de la forme

ey e s ay -8, ot a 8 € k{ul
" et oy = B, ottty ul.

B. Temps discret

B.I. Un peu d'algébre aux différences [3]

B.I.1. Un corps aux différences (ordinaire) est un
corps commutatif K, muni d'un monomorphisme, appelé
transformation, &: K » K. Les relations suivantes
sont donc vérifides

Y a, b €K, 8(atb)=8a+8b, §(ab)=8a.8b, Sa=o0 <=>a=o.

Pour avoir des notations analogues 2 celles du

. . v v
continu, on pose, pour tout entier vz2o, § a=a( )

(60a=a(o)=a)'

B.I.2. Soient KL L deux corps aux différences
emboltéds. Deux situations sont possibles:

- L'extension L/K est transformellement algébrique:
tout élément de L est solution d'une équation aux
différences algébrique, 2 coefficients dans K.

~ L'extension L/K est transformellement
transcendante: il existe au moins un élément de L
qui ne soit solution d'aucune équation aux
différences & coefficients dans K.

B.I.3. Supposons 1'extension aux différences L/K de
type fini. Elle est transformellement algébrique si,
et seulement si, le degré de transcendance (usuelle)
de L/K est fini. Ce degré est 1l'ordre de
1' extension.

B.I.4. Il existe un sur-corps aux différences K* de
K, un%que 32 un isomorphisme prés, tel que, pour tout
x €K,

-1 -1

~ § X=X est défini et appartient a K*,

~ il existe un entier rzo tel que x(v) € K.
K* est la cldture inversive de K.

Etant donné une extension aux différences L/K de
txpe fini, 1'ordre effectif de L/K est 1'ordre de
L*/x*.

B.II. Systémes entrée-sortie (cf. [6])

B.II.1. Dans le cadre de la théorie des systémes, §

représente un retard et, par conséquent, & ! une
avance. Soit k un corps aux différences de base que,
pour commencer, nous supposerons de caractéristique
gquelconque'!’. L'entrée (indépendante) u=(u1,...,um)

est un ensemble fini de k-indéterminées aux
différences, c'est-a-dire dont les composantes ne
(1 )C P . .

omme A. Benvéniste nous 1'a fait remarquer, il
existe des exemples naturels de systémes non
linéaires en ¢aractéristique non nulle, issus, par
exemple, de 1'architecture des ordinateurs. En
linéaire, ce fait est bien connu gréce a la théorie
des codes correcteurs d'erreurs.

sont relides par aucune équation aux différences A
coefficients dans k. On note k<u> le corps aux
différences engendré par k,u1,...,um. Définir un

systéme entrée-sortie revient a poser les
composantes de la sortie y=(y1,...,yp) comme

transformellement algébriques sur k<u>, c'est-a-dire
a poser 1' extension Kk<u, y»>/k<u> comme

transformellement algébrique.

B.II.2. L'exemple y(t-1)=u(t) (m=p=1) montre que la
définition précédente comprend des systémes
anticipatifs ou non ¢causaux, exemples qui,
notons—1le, peuvent se rencontrer en pratigue.

Proposition. Un systéme est causal si, et seulement
si, 1l'ordre et 1t'ordre effectif de 1'extension
k<u,y>/k<uw> sont égaux.

B.III. Réalisation par espace d'état (ef. [6])

B.III.1. Pour éviter certaines difficultés
techniques, nous supposerons désormais les corps de
caractéristique nulle. Soit x=(x1, ..,X_) une Dbase
de transcendance (usuelle) de 1'extension
k<u,y>/k<u> qui, dans le cas causal, est aussi une
base de transcendance de k<u,y>*/k<u>*. On en déduit
les relations de dépendance algébrique suivantes (la
causalité est supposée vérifiée):

Fi(xi(t+1),x(t),u(t+1),u(t),...,u(t—r))=o
Hj(yj(t),x(t),u(t),...,u(t—r))=o

D'ou, comme au 2A.III.2, une représentation par
espace d'état locale:

xi(t+1)=fi(x(t),u(t+1),u(t),...,u(t—r))
yj(t)=hjx(t),u(t),...,u(t—r))

B.III.2. Il convient de remarquer qu'une telle
représentation ne peut &tre utilisée qu'aprés r
unités de temps.

B.IV. Un principe de reconstruction

B.IV.1. Définition. Une quantité est dite
reconstructible si, et seulement si, elle peut
s'exprimer en fonction de 1'entrée et de la sortie
et d'un nombre fini de retards.

L'état, tel qu'il apparait précédemment, répond 2a
cette définition. On retrouve ainsi, dans un cadre
général, des résultats bien connus du linéaire (ef.
0'Reilly [30]) qui avaient déja été é&tendus aux
systeémes dits a état affine (Klein et Olbrot [17]).

B.IV.2. Principe. L'entrée et ses retards étant
supposés connus, la reconstruction d'une quantité
non directement accessible doit se ramener a 1la
connaissance de la sortie et d'un nombre fini de
retards.

L'obtention d'un observateur exact est donc avant
tout un probléme d'élimination algébrique.

B.IV.3. Dans un corps aux différences, une constante
c est telle que 0(1)=c.
Définition. (i) Un paramétre est dit rationellement
identifiable si, et seulement si, il appartient au
corps de constantes de k<u,y>¥.

(ii) Un paramétre est dit algébriquement
identifiable si, et seulement si, il est algébrique:
sur le corps de constantes de k<u,y>".

Conclusion
Lonciua

gdbres différentielle et aux
s de présenter des théories
observateurs non linéaires
continus et discrets. Si l'on admet qotre theig dz
1t inutilité des observateurs asymppoplques Zog 1ni
généraux, reste le probléme, dl?flClle ep pln?uf,
de 1la discrétisation des systemes cont{?us t0 é
Lévine et d'Andrea [25], Monaco, Normand-Cyrot e

Stornelli [29D).

Les analogies des a;
différences ont permi
semblables pour les

llL\/
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